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Summary: We describe a new construction to obtain a simple hypersurface singularity from the correspon-
ding simple complex group GG. Let X be the closed orbit in the projective space attached to the Lie algebra
g of G. Consider a regular nilpotent element yo € g and denote by H,, the hyperplane orthogonal to ¥
with respect to the Killing form. Then the hyperplane section X N H,, has exactly one singularity which
is simple of desired type. By variation of the point yg we obtain a versal deformation. The construction
generalizes with minor modifications to any characteristic p of the basefield. Even in bad characteristic we
recover at least the positive part of the semi-universal deformation. We prove that for p = 2 a simple,
quasihomogeneous singularity of type A7 resp. Dg is adjacent to E; resp. Eg provided its dimension is even.

Furthermore Ag is adjacent to Eg for p = 3.

§0. Einleitung

Unter allen Typen von Singularitdten algebraischer Varietdten spielen die einfachen Hyperflachensingularita-
ten eine besondere Rolle, da viele ,schone” Eigenschaften nur fiir sie zutreffen. Am bekanntesten sind sie
in der Gestalt der rationalen Doppelpunkte, d.h. als Quotient des C? nach einer endlichen Untergruppe der
Sla(C). Weiterhin sind sie unter den Hyperflichensingularitidten z.B. dadurch charakterisiert, daf} sie nur in
endlich viele andere Singularitdten deformiert werden konnen. Uber ein Dutzend dquivalenter Definitionen
findet man in [9]. Klassifiziert werden die einfachen Singularitdten durch die Dynkindiagramme vom Typ
A, D, und E,.

Auf der anderen Seite werden auch die einfachen algebraischen Gruppen bzw. die irreduziblen Wurzel-
systeme durch Dynkindiagramme klassifiziert, denen man die Symbole A,, B,, C,, D,, Eg, E7, Eg, F4 und
G2 zuordnet. Dabei entsprechen den Diagrammen vom Typ ADE genau die homogenen Wurzelsysteme. Es
stellt sich also zwangslaufig die Frage, ob es eine direkte Verbindung zwischen einfachen algebraischen Grup-
pen und einfachen Singularitdaten gibt, oder anders ausgedriickt: Kann man ausgehend von einer einfachen
algebraischen Gruppe G mit homogenenem Wurzelsystem A die entsprechende Singularitat auf kanonische

Weise rekonstruieren?

Eine solche Konstruktion wurde Ende der sechziger Jahre in einer Serie von Vermutungen von Grothen-
dieck angegeben, die dann alle 1970 von Brieskorn [7] bestétigt wurden. Eine sehr gute Darstellung dieser
Theorie findet sich im Buch von Slodowy [16]. Die zentrale Idee dabei ist, die Geometrie des Nullkegels der
Liealgebra von G langs der Teilmenge der subreguléren Elemente zu untersuchen. Ich nenne dies daher die
Nullkegelkonstruktion (NK). Dies war bisher die einzige direkte Verbindung zwischen einfachen Gruppen und

einfachen Singularitédten.
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In der vorliegenden Arbeit wird eine neue Konstruktion angegeben. Sie ist etwas einfacher als die
vorangegangene, da kaum Kenntnisse iber die Geometrie der Quotientenabbildung benétigt werden. Da-
her kommt diese Theorie fast ohne Einschrankungen an die Charakteristik des Grundkorpers k aus. Der
Einfachheit halber nehmen wir aber in dieser Einleitung zunéchst an, dafl k& algebraisch abgeschlossen der
Charakteristik null ist.

Wir starten mit einer einfachen algebraischen Gruppe G und betrachten die adjungierte Darstellung auf
ihrer Liealgebra g. Da sie irreduzibel ist, gibt es im projektiven Raum P(g) genau eine abgeschlossene Bahn
X unter G. Zu jedem Element y € g sei X, die Menge aller Punkte aus X, die beziiglich der Killingform
senkrecht auf y stehen. X, ist ein Hyperebenenschnitt. Eine ausgezeichnete Teilmenge von g ist die Menge
der nilpotenten Elemente. Sie enthéalt genau eine dichte Bahn, deren Elemente reguldar nilpotent heiflen.

Sei A das Wurzelsystem von G. Mit A* bezeichnen wir dasjenige Unterwurzelsystem von A, das von den
langen einfachen Wurzeln erzeugt wird. Haben alle Wurzeln die gleiche Lange, dann ist A* = A, wéhrend

By =A,_1, C;, = A1, F} = Ay und G5 = A ist. Es gilt dann:

n

Satz 1. Sei y € g regulér nilpotent. Dann hat X, genau eine Singularitét. Diese ist einfach vom Typ A*.

Da die Singularitét im Divisor X, vorkommt, nenne ich dies die Divisorkonstruktion (DK).

Wir konnen auch die Singularitdten von X, fiir andere Punkte y € g bestimmen. Fiir homogene
Wurzelsysteme z.B. hat X, genau dann nur endlich viele Singularitaten, wenn y regulér ist. Ihren Typ kann

man aus der Jordanzerlegung von y ermitteln.

Wenn man den Punkt y variiert, erhélt man eine Deformation der Singularitdt von X,. Der folgende

Satz besagt, daf§ diese Deformation schon so allgemein wie moglich ist:
Satz 2. Sei y € g regular nilpotent. Dann ist die Deformation der Singularitat von X, iiber g versell.

Der Hauptunterschied zwischen der Divisor- und der Nullkegelkonstruktion ist der, dafl die Singula-
ritdten im zweiten Fall immer zweidimensional sind, wahrend die Dimension von X stark vom Wurzelsystem
A abhéngt (z.B. ist dim X = 21, 33 bzw. 57 fir A = Eg, E; bzw. Eg.) Deshalb ist es nicht moglich, die
Singularitidten von X, durch ihre Auflésung zu bestimmen. Wir folgen daher einer anderen Idee, die auch
schon Brieskorn in [7] beniitzt hat. Sie verwendet die Quasihomogenitét der Singularititen von X, die durch
eine Einparameteruntergruppe o(t) von G, die y normalisiert, induziert wird. Satz 1 folgt dann aus einem
Kriterium von Saito [15], das es gestattet die Einfachheit einer quasihomogenen Hyperflichensingularitét

aus den Gewichten von p(t) abzulesen.

Um die Theorie auf Korper beliebiger Charakteristik auszudehnen, mufl man noch ein paar Ande-
rungen anbringen. Zum Beispiel mufi man beriicksichtigen, dafl die Liealgebra g nicht mehr irreduzibel zu
sein braucht und nicht immer eine Isogenieinvariante ist. Weiterhin gibt es in positiver Charakteristik im
allgemeinen zu einem homogenen Wurzelsystem mehrere einfache Singularitdten, von denen allerdings nur
eine quasihomogen ist. (siehe [2] fiir eine Klassifikation rationaler Doppelpunkte in beliebiger Charakteristik).
Aber modulo dieser Details bleibt Satz 1 unverdndert und Satz 2 fiir gute Charakteristik giiltig. Eine
iiberraschende Folge dieser Theorie ist, dafl es Deformationen der einfachen Singularitdten untereinander
gibt, bei denen der Rang von A konstant bleibt: So l&8t sich fiir chark = 2 in gerader Dimension eine
E7- bzw. Eg-Singularitit in eine A7- bzw. Dg-Singularitdt deformieren. Weiterhin ist fiir chark = 3 die
Deformation Eg — Ag moglich. Diese ist sogar schon explizit in der Literatur vorhanden: Die Deformation
Eg — A7 in [1] ist fiir char k = 3 eine Deformation Eg — Ag. Ich vermute, dafl dies alle Deformationen sind,

die in positiver Charakteristik zusitzlich zwischen einfachen, quasihomogenen Singularitdten existieren.
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Eine Verallgemeinerung des Satzes 2 auf homogene Wurzelsysteme in schlechter Charakteristik 1a8t sich
ebenfalls angeben. In diesen Féllen ist der Raum D der semiuniversellen Deformation nicht mehr rein positiv
graduiert. Sei daher D der ,positive Teil“ von D, d.h. die abgeschlossene Teilmenge, auf der alle homogenen
Funktionen negativen Gewichts verschwinden. Sei b~ die Borelunteralgebra von g, die y enthélt und b eine
b~ gegeniiberliegende Borelunteralgebra. Dann ist b’ := y + b der positive Teil der Deformation iiber g.
Man erhalt:

Satz 2'. Die Deformation der Singularitéit von X, iiber b’ ist dquivalent zur Deformation iiber D™ .

Man beachte, da8 in guter Charakteristik D = D+ und damit Satz 2’ wirklich eine Verallgemeinerung
von Satz 2 ist. Es folgt, daf} iiber DT alle Singularititen quasihomogen sind.

§1. Das Saito-Kriterium fiir einfache, quasihomogene Singularitaten

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir ein numerisches Kriterium von Saito [15] fiir einfache, quasihomo-
gene Singularitaten auf algebraisch abgeschlossene Korper k beliebiger Charakteristik p > 0. Der Beweisgang
ist dabei fast identisch mit [15]. Nur der Fall p = 2 erfordert einige Anderungen.

Fiir eine beliebige endliche Menge X sei k[X] die von X erzeugte Potenzreihenalgebra. Fiir Elemente

g1s---,gs aus k[X] sei (g1,...,9s) das von ihnen erzeugte Ideal.

Lemma 1.1. Seien gi,...,gs € k[X] mit (X)! C (g1,...,9s) fiir einl € N, d. h. g1,...,gs haben nur den
Nullpunkt als gemeinsame Nullstelle. Dann gibt es eine injektive Abbildung ¢ : X — S :={1,..., s}, so daB
fiir alle x € X gilt:

Jo(z) & K[X \ {z}],

d. h. die Variable x ,kommt in g, vor*.

Beweis: Wir definieren ® : X — 2% : 2 — {i € S | g; ¢ k[X\ {2}]}. Fiir eine Teilmenge Y von X ist
dann @(Y) := [J,cy (y) die Menge der i, so dafl mindestens eine Variable aus ) in g; vorkommt. Zu
konstruieren ist eine injektive Abbildung ¢ : X — S mit ¢(z) € ®(z) fiir alle z € X. Nach dem Heiratssatz
(siehe z. B. [13]) geniigt es zu zeigen:

Fiir alle Y C X gilt  |®(Y)]| > |V

Sei also Y C X und 7 : k[X] — k[)] die kanonische Projektion. Aus (X)! C (g1,...,9s) folgt (V)! =
(X)) C (7(g1),...,7(gs)). Sei nun F := {i € S | n(g;) # 0}. Dann gilt |F| > |Y| (Krullscher
Hauptidealsatz). Wegen F' C ®()) folgt die Behauptung.

Fiir ein a € N := Abb(X,IN) sei X* := [Lcx 2%®) das zugehorige Monom. Der Triiger Tr(f) einer
Funktion f = Y7 .nx aaX® € k[X] sei die Menge { XY* € E[X] | aq # 0}. Fiir ein z € & sei 9, die formale
Ableitung nach z. Weiter sei S(f) das Ideal, das von f und seinen partiellen Ableitungen 0, f erzeugt
wird. Es ist unabhéngig von Koordinatenwechsel und definiert die schematische Singularitdtenmenge der
Nullstellenmenge V(f) von f. In der ganzen Arbeit verstehen wir unter den Singularitdten von f immer die
von V(f). Entsprechendes gilt fiir die Deformationen von f. Insbesondere hat f eine isolierte Singularitét
in 0, wenn f € (X)? und (X)! C S(f)fiir ein [ € IN ist.
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Lemma 1.2. Sei f € k[X] mit einer isolierten Singularitidt in 0. Dann tritt fiir jede Teilmenge Y von X
einer der folgenden Félle ein:
a) Es gibt ein X* € Tr(f) mit X~ € k[)].
b) Es gibt eine injektive Abbildung ¢ : Y — X\ und eine Abbildung ) : Y — INY mit Yy (y) € Tr(f)
fiir alley € ).

Beweis: Angenommen a) ist falsch. Sei 7 : k[X] — k[Y] wieder die kanonische Projektion. Dann ist
m(f) =0 und fir y € Y gilt 7(9y f) = 0yn(f) = 0. Also gilt

(m(0:f) |z € X\ V) =n(S(f)) 27((X)) = V)".

Damit folgt b) aus Lemma 1.1 mit {g; |i € S} :={7(0.f) |z € X\ YV }.

Sei nun § : X — IR”° beliebig. Dann induziert § eine positive Graduierung von k[X] = @ g0 k[X]a
mit degx = §(x) fir alle z € X. Ein graduierungserhaltender Endomorphismus o von k[X] wird gegeben
durch eine Abbildung 7 : X — k[X] mit 6(z) € k[X]deg -

Im folgenden sei f € k[X]1, und f habe eine isolierte Singularitit in 0.
Unser néchstes Ziel ist es, den quadratischen Teil von f abzuspalten.

Lemma 1.3. Sei A:={z € X |degx > % }. Dann gibt es einen graduierungserhaltenden Automorphismus
o von k[X], eine Injektion ¢ : A X\ A und ein f € k[X \ (AU @(A))] mit o(f) = f+ > ,c 1 2¢0().

Beweis durch Induktion nach |A|: Fiir A = () ist nichts zu zeigen. Sei also g € A. Wegen degz2 > 1 und
f € k[X]1 kommt x¢ in f hochstens linear vor, d.h. f = zog1 + g2 mit g1,92 € k[X \ {zo}]. Wir wenden
nun Lemma 1.2 mit ) := {zo} an. Aussage a) ist unmoglich, also gibt es ein 21 = ¢(x9) € X \ {0} mit
x1 € Tr(g1), d-h. g1 = Axy + g3 mit A € k*, g3 € k[X \ {x0,21}]. Sei nun o7 der Automorphismus von k[X]

mit
g1 firx =

Ul(x){:c fiir x # ;.
Dann gilt o7 ' (f) = zox1 + go. Zerlege nun gy = g4 + 2195 mit g4 € k[X \ {zo,21}] und g5 € k[X \ {20}].
Mit
_Jzo+gs firx ==z
02(30)_{:0 fiir x # w9

erhalten wir o, ‘o7 '(f) = zox1 + g4. Mit Induktion folgt die Behauptung.

Aufgrund des Lemmas nehmen wir nun an, dafl degz < % ist fir alle x € X. Setze B := {x € X |
degz = 3 }. Sei 7 : k[X] — k[B] die kanonische Projektion. Dann ist ¢ := m(f) eine quadratische Form.

Wir wollen nun ¢ abspalten, was allerdings fiir char k = 2 nicht ganz gelingt.

Lemma 1.4. Es gibt einen graduierungserhaltenden Automorphismus o von k[X], so daf einer der folgenden
Faélle eintritt:
a) o(f) = f+q mit f € k[X \ B]; und q € k[B] nicht ausgeartet.
b) chark = 2 und es gibt ein xo € B mit o(f) = f1 + xof2 + 22 + G, wobei f1, f2 € k[X \ B] und
q € k[B\ {zo}] eine nicht ausgeartete quadratische Form ist.



Beweis: Nach der Theorie der quadratischen Formen [8] gibt es einen linearen Automorphismus oy von k[X],
so dafl entweder
1) 1 :=01(¢) =211 + -+ + xsTs oder
2) q1 :=01(q) = 1%1 + -+ - + 25T5 + T3,
wobei die x;, T; paarweise verschieden sind.
Dann hat o1(f) die Form o1(f) = ¢1 + > giz; + > §:&; mit g;, g; € k[X \ B].
Mit
Z; +g; fir x =2y

zi+g firx=xz, i>1;
oa(x) =
x sonst

erhélt o, 'o1(f) die Form a) bzw. b). Fiir chark # 2 kann man noch zy durch zo + 2go ersetzen und

erhélt a). SchlieBlich ist ¢ nicht ausgeartet, weil f eine isolierte Singularitét hat.

Wir haben also das Problem der Klassifikation quasihomogener, isolierter Singularitdten auf folgende
Fille zurﬁckgefﬁhrt'
1.Fall: degz < 5 L fiir alle z € X.

2.Fall: chark = 2, es gibt ein xy mit degxg = %, und die Grade aller anderen Variablen sind kleiner als %

Seinun C:= X\ B={z € X |degz < 1 }. Der eigentliche Trick von Saito ist

Lemma 1.5. Z degz > - |C| -1)=|C|<2.

zeC
Beweis: Wir wenden Lemma 1.2 auf Y = D := {2 € X | 3 < degz < 3} an. Wegen f € k[X]; kann a)
nicht auftreten. Also bekommen wir fiir jedes y € D ein Monom ¢ (y) € k[D] und ein Element ¢(y) € X'\ D,
so daBl y¥(y)e(y) € Tr(f) ist. Weiterhin ist ¢ injektiv. Aus Gradgriinden ist 1(y) eine Variable aus
D und ¢(y) # zo. Aus yp(y)p(y) € Tr(f) fiir alle y € D folgt degy + deg9(y) + degp(y) = 1. Mit
E :=C\ (DUg(D)) erhalten wir:

|C|71 Zdeg:c*Zdengereggo Jereg:c*

zeC xz€D z€D RS}
7Zdegx+z 1 —degx — degy(x +Zdegx7
zeD z€D pASI O}
=> 1—degw Zdegx<—|D|+—|E| |C|:>|C|<3
rzeD rclk
>1/3 <1/3

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Abschnitts:

Theorem 1.6. Sei k[X] positiv IR-graduiert und f € k[X] homogen vom Grad d mit einer isolierten Singu-
laritat in 0. Es gelte

Zdegm> (|X] = 1). (%)

zeX

Dann gibt es einen graduierungserhaltenden Automorphismus o von k[X], so daB o(f) = f @ q ist, wobei q

eine nichtausgeartete quadratische Form und f aus folgender Tabelle ist:
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Typ p#2 p=2,|X]=0(2) p=2,|X]=1(2)

n=>0

A’nan 2 1 x’n+1 1 ) ( ( )) I,n+1

T2 yty (nEl(Q))

Ty +ay? (n=0(2 x3y + xy? + 22 n=0(2
bonsd e ay? A (n=0(2) Pyt st (n=0(2)

"4 ay? (n=1(2)) 272 z+ay’ + 22 (n=1(2))
Eg ot 4P ot 4P 227 4 + 22
Er7 2y +y° 2’y +y° 2y +y° + 2
Es a® +y° b +yP a® 4 3 + 22

Beweis: Wir konnen oBdA. d = 1 annehmen. Da weiterhin das Abspalten des quadratischen Teils (Lemma 1.4
und 1.5) vertréglich mit Ungleichung (*) ist, konnen wir einen der folgenden Fille annehmen:

a) Vo € X :degw < § und [X] <2 oder

b) chark =2, X = DU{xo}, |D| <2, degzo = 5 und Vo € D : degz < 3.

Was folgt, sind einfache Rechnungen, und wir behandeln nur den Fall b), denn a) geht analog und ist

sogar noch einfacher.

i) D=0: f=a% A;.

ii) D = {x1}: Dann ist

23 + azoal oder
[ =1 23+ avoz} + B3 oder
23 + axl mit o, 5 # 0.

Der erste Fall fithrt auf Ay, ;. Im zweiten sei v eine Losung der Gleichung 42 + ay + 8 = 0. Dann
fithrt die Substitution xg — ¢ + vz} auf den ersten Fall. Im dritten Fall hat f nur dann eine isolierte
Singularitat, wenn n ungerade ist und stellt dann den Fall A,,_; dar.
ili) D ={x1,z2}: Sei r; := dega; mit r; +ry > % Nach Lemma 1.2 mit Y = {x;} tritt einer der folgenden

drei Falle ein:

1) 2" e Te(f) 2) xoxi € Tr(f) 3) xxe € Tr(f)
Entsprechend mit Y = {x2}:

1) b € Tr(f) 2")  wozh € Tr(f) 3 zxh € Tr(f)

Dies fiihrt auf folgende sechs Félle, wovon wir auch wieder nur den ersten ausfiihrlich behandeln:

(0.E. m<n)

H:r =L rp=%r+r >3 = (m-2)(n-2) <4 =" (m,n) € {(3,3);(3,4);(3,5)}. Im ersten
Fall hat f die Gestalt 23 + 23 +ax?zs + Br123 + 3. Durch einen linearen Koordinatenwechsel in xq
und x5 kann man f auf die Form 22+, 22 +22 25 oder 22411 22(21 +22) bringen. Die ersten beiden
haben keine isolierte Singularititen, wihrend die letzte vom Typ Dy ist. Fir (m,n) = (3,4) hat f
die Form 22 + 23 + o3 + axoz3, die sich leicht zur Normalform einer Eg-Singularitiit transformieren
1af3t. Der Fall (m,n) = (3,5) fithrt auf Eg.

12’: Hier ist (m,n) = (3,2). Dies fithrt auf Eg.

13’: Hier ist n = 2 (= Dpy41) oder (m,n) = (3,3) (= E7).

22’: Dieser Fall kann nicht auftreten.

23': Hier ist n = 2, was auf Dy, fuhrt.

33: Hier ist ebenfalls m =2 = Da,.

Damit ist das Theorem bewiesen.



Definition: Die Singularitédten aus Theorem 1.6 heiflen einfach, quasihomogen.

Sei ¢ = Y, cydegz — %(|X| — 1). Der Beweis des Theorems zeigte, daB (/d eine Invariante der
Singularitat ist. Diese reicht jedoch noch nicht aus, um den Typ eindeutig zu bestimmen. Wir nehmen dazu
aus X alle Paare heraus, deren Grade sich zu d ergénzen. Wenn |X| ungerade ist, wie es in der spéteren
Anwendung sein wird, dann bleibt noch mindestens eine Variable iibrig. Sei x diejenige minimalen Grades.
Dann ist degz/d ebenfalls eine Invariante der Singularitét, die zusammen mit ¢/d ihren Typ eindeutig

festlegt, wie folgende Tabelle zeigt:

Typ: A, D, Es E7 Eg

. 1 1 1 1 1

¢Jdi 75 s T 18 30

. 1 1 1 2 1
degz/d: 5 5 1 5 3

§2. Die adjungierte Darstellung

Sei G eine einfache algebraische Gruppe vom adjungierten Typ und G ihre einfach zusammenhéingende
Uberlagerung. Wir bezeichnen mit g bzw. g die Liealgebra von G bzw. G. Die Gruppe G operiert dann
durch Konjugation auf g und wegen G = G//Z(G) auch auf g. Dabei ist Z(G) das schematische Zentrum von
G. Diese beiden Operationen unterscheiden sich allerdings nur bei kleiner Charakteristik, wenn néamlich das
Zentrum von G nicht reduziert ist. Damit operiert auch die Licalgebra g auf g. Diese Wirkung bezeichnen
wir auch mit der Lieklammer: [z,Z] € g, (z € g, & € §).

Wir wahlen nun in G eine Boreluntergruppe B mit Liealgebra b und in B einen maximalen Torus 7.
Mit A bezeichnen wir die Menge der Wurzeln und mit W die Weylgruppe. Die Gewichte von T" auf b seien
dabei die positiven Wurzeln A*. Die Wurzeln maximaler Linge heiBen in folgenden lang, die restlichen
kurz. Bei homogenen Wurzelsystemen sind also alle Wurzeln lang. Weiter sei II := {al, .. ,as} C At die
Menge der einfachen Wurzeln. Die Liealgebra g zerfillt dann in Gewichtsriume: g = go © P, cp 8a- Die
Wurzeln o kénnen wir als Linearformen auf gg = Lie T bzw. auf gy auffassen. Damit bildet II eine Basis von
g5, withrend die Fundamentalgewichte \; eine Basis von g; induzieren (vgl. [4] A-2.6). Sei dann \Y € g,
definiert durch ai()\JV) = 0;;, die duale Basis zu IT und entsprechend 04}/ € go mit )\i(a}/) = 0j;.

Der kanonische Homomorphismus G — G induziert eine Abbildung 7 : § — g, so daB wir die a}’ auch
als Elemente von g auffassen konnen. Sie brauchen dann allerdings nicht mehr linear unabhéngig zu sein.
Der Kern von 7 ist genau das Zentrum von g und damit enthalten in gg.

Wir wahlen nun eine Chevalley-Basis von g, d.h. Erzeuger z,, von g, die folgende Eigenschaften haben
(siehe etwa [17] oder [4] A):

[Ta; Toa;| =), fir o € 11,

[Tasx3] =ENapZatg, wenn a+ € A,

wobei Nog := min{g € IN | @ — ¢8 ¢ A}. Entsprechend lassen sich auch Elemente Z, in g finden. Es gilt
dann 7(Z,) = x,. Damit gelten dann analoge Relationen fiir die Operation von g auf g. Weil eine lange
Wurzel o nur am Ende der §-Leiter {---,a — 8,a,a + §,---} stehen kann, ist No3 = 1, wenn « lang ist.
Also gilt:

Lemma 2.1. [z,,%g] # 0, wenn a + 3 eine Wurzel und « oder [ lang ist.



Setze zur Abkiirzung o := Z_4,, wobei ag die hochste Wurzel ist. Das zentrale Objekt dieser Arbeit
ist nun die Bahn X von kZo im projektiven Raum P(g) unter der Gruppe G. Da Zg ein Tiefstgewichtsvektor
von g ist, ist die Bahn X projektiv und damit abgeschlossen. Sei P die (schematische) Standgruppe von

kZo. Dann folgt aus Lemma 2.1:

Lemma 2.2. P ist glatt, d.h. P und die Standalgebra von kZo in g haben die gleiche Dimension. Insbe-

sondere ist gZo/kZo der Tangentialraum von X in kZg.
Wir untersuchen im folgenden das lineare System der Hyperebenenschnitte von X in P(g).

Lemma 2.3. Die Einbettung X — P(g) ist vollstdndig, d. h. die Restriktionsabbildung
0:8" = H(P(g),0p(g (1)) = H*(X,0pg)(1)|x)

ist ein Isomorphismus.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dal X in keinem echten linearen Teilraum enthalten ist. Sei V := (X); C g. Zu
zeigen ist V = g. Mit der Operation der Weylgruppe erhalt man g, C V fiir alle langen Wurzeln a. Wenn
es Wurzeln unterschiedlicher Lange gibt, dann wéhle eine Wurzel 3, so dafl « = 8 — aq eine kurze Wurzel
ist. Dann ist N3 _qa, = £1, also [zg,Zo] # 0. Damit gilt g, C V auch fiir die kurzen Wurzeln o. Wegen
[T, T—a;] = @), und weil die o eine Basis von g bilden, gilt auch go C V und damit V' = g. Dies heifit
nun nichts anderes, als daf§ ¢ injektiv ist. Fiir p = 0 ist g eine injektive Abbildung zwischen zwei irreduziblen
G-Moduln (Borel-Weil), also ein Isomorphismus. Aus dem Kempfschen Verschwindungssatz ([14]) folgt, daf}
die Dimension von H%(X, Opg)(1)|x) unabhingig von der Charakteristik des Korpers k ist. Also haben

beide Seiten dieselbe Dimension, und p ist ein Isomorphismus.

Sei nun L := {||a||? | o € A} und

c(A) =

2, fir A =B,,Cp,Fq;

min L 3, fur A = Gg.

{ 1, fiir A =A,,Dn,E,;
max L
Dann gilt N € {1,c¢(A)}, wenn a +  eine lange Wurzel ist.
Wir betrachten nun den G-Modul g*, der offenbar dieselbe Gewichtszerlegung wie g hat. Da P auch
(8")—a, stabilisiert, gibt es eine kanonische Abbildung X — P(g*). Sei nun wieder 3 eine Wurzel, so dafi o =

oo — 3 kurz ist (wenn es kurze Wurzeln gibt) und z* , ein Erzeuger von (g*) _q,. Dann gilt (zg-2* , )(2a) =

*

x—cm

([, Ta]) = £Ngax™ , (Ta,) # 0 falls p # c¢(A) ist. Also liegen wieder alle Wurzelrdume von g* im
Untermodul, der von z* , erzeugt wird. Fiir alle h € go und alle o € II gilt weiterhin: (z_, - x},)(h) =

a(h)z! (x_y). Da II eine Basis von g bildet, kann man wieder folgern:

Lemma 2.4. Fiir p # ¢(A) ist die Abbildung X — P(g*) eine vollstindige Einbettung. Insbesondere sind

g* und g zueinander isomorph als G-Moduln.

Wir haben also in diesem Fall eine nichtausgeartete Paarung zwischen g und g, die wir mit (-, -) bezeich-

nermn.



Sei Z die k-Algebra der G-invarianten Polynome auf g und 7 : g — g//G := SpecZ der Quotien-
tenmorphismus. Dann ist A := 7~ !(7(0)) die Menge der nilpotenten Elemente. In N gibt es eine offene
Bahn ([12]), deren Elemente reguldr nilpotent genannt werden. Fiir das néchste Lemma brauchen wir eine

weitere Einschrankung der Charakteristik.
Definition. Sei A ein irreduzibles Wurzelsystem. Eine Primzahl p heifit gut fiir A, wenn gilt:

p7£2 fﬁI‘A:Bn,Cn;Dn;
p#2,3  fiir A =Eg,Er,Fg,Go;
p#2,3,5 fir A=Es.

Weiter heifit p sehr gut fir A, wenn zusétzlich gilt:
pfn+1 fir A=A,

Lemma 2.5. Sei chark = p sehr gut fiir A. Dann ist 7 in regular nilpotenten Elementen glatt.

Beweis: G operiere auf sich selbst durch Konjugation. Dann gibt es einen G-aquivarianten in der 1 étalen
Morphismus G — g, so daf das folgende Diagramm in einer Umgebung der Null kartesisch ist (Springer,
vel. [3]):

G — g

| 1

G/|G — g//G

Damit ist das Lemma auf die entsprechende Aussage fiir G und regulér unipotente Elemente zuriickgefiihrt,
die in [4] E-IIT 2.5 bewiesen ist.

§3. Einfache Gruppen und einfache Singularitaten

In diesem Kapitel ist die Charakteristik p von k beliebig. Daher konnen wir V' := g* nicht mit g identifizieren.
V ist wieder ein G-Modul mit derselben Gewichtszerlegung wie g und g. Die Paarung zwischen V und g
wird mit (-, -) bezeichnet.

Jedem Element y € V' \ {0} 148t sich dann die Hyperebene H, = {k% € P(g) | (y,&) = 0} sowie
der Hyperebenenschnitt X, = X N H, zuordnen. In diesem Abschnitt untersuchen wir einen ganz spezi-
ellen Hyperebenenschnitt auf Singularitdten. Der allgemeine Fall wird dann in den folgenden Abschnitten
behandelt.

Wie eben erwahnt sind die Wurzeln von G genau die Gewichte von V. Fiir ¢ = 1,...,s sei nun z; ein
Erzeuger des Gewichtsraumes V_,, und yo := >, x;. Wenn V = g ist, dann ist yo ein regulér nilpotentes
Element (vgl. [17]).

Definition: Sei A ein Wurzelsystem, ausgestattet mit einer W-invarianten Metrik (-|-), und II C A sei
eine Menge einfacher Wurzeln. Dann bezeichne A* das Unterwurzelsystem von A, das von den einfachen

Wurzeln maximaler Lange erzeugt wird.

Die folgende Tabelle fithrt A* und dim X fiir irreduzible Wurzelsysteme auf:

A: A, B, Cn D, Eg Er Eg Fy Go
A*: An An,1 A1 Dn EG E7 Eg AQ Al
dimX: 2n—14n—-52n—14n—-7 21 33 57 15 5



Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist nun:

Theorem 3.1. Der Hyperebenenschnitt X,, hat genau eine Singularitdt und zwar in kZo = §_q,. Diese

Singularitét ist einfach, quasihomogen vom Typ A*.

Beweis: Da G von adjungiertem Typ ist, gibt es eine Einparameteruntergruppe o : k* — T C G mit
a;(o(t)) =t fiir alle einfachen Wurzeln «;. Es gilt dann o(t)yo = t 'y fiir alle ¢ € k. Daher sind X, und
Sing X, beide o(k*)-stabil. Weil g eine reguldre Einparametergruppe ist, gilt:

X)) = XT = {kZ, | a ist lange Wurzel} = W (ko).

Insbesondere gibt es also nur endlich viele Fixpunkte. Wir zeigen nun, dafl es nur einen singuldren Fixpunkt
namlich kZo gibt. Daraus folgt der erste Teil des Theorems, denn angenommen es gébe einen weiteren sin-
guldren Punkt x von Xy,. Dieser wire nicht k*-stabil und lim;_.o tz und lim;_, tx wéren zwei verschiedene
singuldre k*-Fixpunkte. Sei also a € A eine lange Wurzel.

1.Fall: « ist eine einfache Wurzel. Nach Definition von yo gilt dann (yo,Z.) # 0 d.h. kZ, liegt gar nicht
in X.

2.Fall: « ist keine einfache Wurzel und ist nicht —a. Dann gibt es eine einfache Wurzel a; mit 8 = a;—a € A.
Da o lang ist, gilt [x3,Za] # 0 und somit (yo, [zg, Za]) # 0, d.h. die Hyperebene H,, ist im Punkt k&, nicht
tangential an X. Also ist X, nicht singuldr in kZ,.

3.Fall: a = —a. Dann ist (yo,Za) = (Yo, [23,Ta]) = 0 fiir alle 5 € A. Nach Lemma 2.2 ist gZo/kZo der

Tangentialraum an die Bahn durch kZo. Also ist X, tatséchlich in kZ_,, singular.

Um diese Singularitit zu identifizieren beniitzen wir das Kriterium aus §1. Sei U das unipotente Radikal
der P gegeniiberliegenden parabolischen Untergruppe. Die Liealgebra von U ist ) . A, 8a mit Ag =
{a € A| (a|ag) > 0}. Dannist ¢ : U — X : u — u(kZo) eine offene Einbettung, und wir betrachten
X' =y (Xy,) ={u e U] f(u) =0}, wobei f(u) := (yo,uZo) ist. Sei U, die eindimensionale unipotente
Untergruppe von G, die zur Wurzel o gehort. Dann ist U T-isomorph zum direkten Produkt der U,
mit @ € Ag. Dies liefert eine Vektorraumstruktur auf U, und o(k*) operiert linear mit den Gewichten
{a(o) | a € Ao}

Um nun Theorem 1.6 anwenden zu konnen, mufl man den Grad von f, die Anzahl der Variablen und die

Summe ihrer Grade kennen. Wir fassen das Ergebnis im folgenden Lemma zusammen (dabeiist 26 = > «
acAt

(a]ao) ):

und wie tiblich {a]ag) = 2 taoTan) );

Lemma 3.2.
a) d:=deg f = ao(o) + 1.
b) Die Summe o der Grade ist (§|ag)ag(0).

¢) n:=dimU = dim X = 2(§|ag) — 1. Insbesondere ist dim X immer ungerade.

Beweis:
a) Bs gilt: f(o(t) - u) = (yo, o(t)ue(t) "' To) = (o(t) ' yo, ue(t) '&-q,) = "7 f(w).
b) o =3 ca, @(0). Nach einer Formel von Dynkin [10] gilt fiir alle h, 2" € Y/(T)®@R: (Y(T) := Hom(k*, T))

> a(h)a(h') = (aglag + 20)(h|h).

acA
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Sei nun A* € X(T) @ R mit h*(h') = (h|h') fiir alle A'. Dann folgt

S a(h)a = %(a0|a0 +26)h”

a>0

und mit h* = g

1
Z(a|a0)a = §(a0|a0 + 28) .

a>0

Daraus erhalt man:

> (alag)a = (1 + (3ao))ao.

a>0

Nun gilt fiir alle a > 0: (o|ag) € {0,1,2}, und (a|ap) =2 = a = ag. Also:

Z a= Z(a|a0>a —ag = {(§|lag)ag

(alag)>0 a>0
und somit
0= Z a(o) = (8lao)ao(o).
(a]ao)>0
c) Es ist

n=|0l= Y 1= (alag) —1=2(5|ag) - 1.

a€Ag a>0

Damit ist das Lemma bewiesen.

Daraus erhalten wir

Ci= 0~ 5(n—1) = (Glas)ao(e) — (0(e) + 1) ((Fla) — 1) = ao(e) — (dlac) + 1.

Nun gilt ag(0) > (6|ag), denn:
a0(0) > (8lag) & (nlao) > 0, mit = * — -2 und es gilt (nas) = (0*]ay) — 2202 = 1 — (o) >
Es folgt ¢ > 0.

(cvo]o) (cxo]o) (ao]ao) =

Damit wissen wir nach Theorem 1.6, dafl die Singularitéit einfach ist. Es bleibt ihre Identifikation. Wie

am Ende von §1 bemerkt gentigt es dazu ¢/d und degz/d zu bestimmen. Dabei ist degx der kleinste Grad,

der iibrigbleibt, wenn man aus der Menge aller Grade die Paare herausnimmt, die sich zu d ergénzen. Wir

berechnen die beiden Werte fiir jedes irreduzible Wurzelsystem. Fiir homogene Wurzelsysteme ist o* = §

und damit ( = 1. Die Grade sind einfach a(p), wobei a alle Wurzeln aus Ag durchléuft. Fir a =Y, m;a;

ist a(o) = >, m;. Wir nennen dies die Stufe von a und setzen M; := {a € Ag | a(o) = i}.

A,:

Im folgenden numerieren wir die einfachen Wurzeln der Wurzelsysteme wie in Bourbaki ([6] Planches).
Die Stufe von «aq ist n, d.h. d =n + 1. Fir n = 1 gibt es nur eine Variable und diese hat den Grad 1.
Fiir n > 1 enthélt Ay zwei Wurzeln der Stufe 1 ndmlich oy und «,, aber nur eine der Stufe n, ndmlich

ag. Also ist degz = ¢ =1 und es liegt eine A,,-Singularitit vor.

t(n>2);d=2n,(=2 M ={a}, My = {01+ a,a0 + a3}, Mop_2 = {ap — a}, Map—1 = {w}.

Also ist degx = 2 und es liegt eine A,,_1-Singularitéat vor.

: (n>2);d=2n,{=n. Also ist (/d = §, d.h. X, hat eine A;-Singularitét.
: (n > 4); d=2n— 2, C = ]., M1 = {ag}, M2n73 = {Oéo}.

Mo — {oq + ag, a0 + as} firn >4
2 {on + a2, 00 + 3,00 +ay} flirn=4
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Moy—q = {ap — a}. Damit ist degx = 2 und es liegt eine D,,-Singularitit vor.

E.: n=6,7,8 d=12, 18, 30; ( = 1. Es gibt nur je eine Wurzel der Stufe 1, 2, d — 2 bzw. d — 1. Damit ist
deg x > 2, und die Singularitat ist nicht vom Typ A,, oder D,,, also vom Typ E,.

Fy: d =12, ( = 4. Daraus folgt schon, daf} eine As-Singularitat vorliegt.

Go: d =6, =3. Also hat X, eine A;-Singularitét.

Damit ist das Theorem vollstandig bewiesen.

§4. Die Nachbarsingularititen
In diesem Abschnitt nehmen wir char k # ¢(A) an, d.h. p # 2 fir A = B,,,Cp,,F4 und p # 3 fiir A = Go. Dann

ist g der Dualraum von g als G-Modul. Der Vorteil ist, daf§ wir auf g die Jordanzerlegung zur Verfiigung
haben: Jedes Element y € g 148t sich eindeutig zerlegen, y = yn + yn, wobei y; und y, kommutieren und
halbeinfach bzw. nilpotent sind.

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Singularitidten von X, fiir ein allgemeines y € g zu untersuchen. Durch

Konjugation kénnen wir annehmen, daf y, € go und y, € n™ := @, 8a ist. Sei
A(yn) :=={a € Al alyn) =0},

wobei « als Linearform auf gg aufgefaft wird. Sei weiter L := Cg(y)". Dann ist A(yy) genau das Wurzel-
system von L. Wir zerlegen nun
Alyn)=A1 L ... LA,

in paarweise orthogonale, irreduzible Unterwurzelsysteme. Entsprechend zerlegt sich auch L = L} --- L],
mit L; N L, = T fiir i # j. Sei nun L; := L}/Z(L;), wobei Z(L;) das schematische Zentrum von L;
ist, und L; die einfach zusammenhingende Uberlagerung von L;. Da offenbar auch p # c(4;) gilt, ist
1; := Lie L; dual zu I; := Lie L;. Wir definieren noch i; =goP @aeA% ga, U= gyh = Zig und entsprechend
I} :=Lie L] = g0 ® @D ca, 8a- Dies liefert folgendes kommutatives Diagramm:

L—>ig—>l;—>ll
Lo
g — 8

Sei nun X* die Bahn des Hochstgewichtsvektors in P(1;). Da X* nur aus nilpotenten Elementen besteht,
wahrend der Kern der natiirlichen Abbildung L, — i; nur halbeinfache Elemente enthdlt (er liegt ja im

Zentrum), gibt es einen kanonischen Morphismus ¢; : X* — P(1}) C P(g).

Lemma 4.1. Jeder singulire Punkt von X, liegt in P(T).

Beweis: Sei Z € X, singuldr. Dann gilt 0 = (y,[g,Z]) = ([g,y],Z) = (8, [y, Z]) = [y, %] = 0 = [yn,Z] =0,
dh. zel.

Lemma 4.2. XN P(i') =Uicer, ©i(X?), wobei Iy = {i | A; enthélt lange Wurzeln}.

Beweis: ,0“: Sei a € A; eine lange Wurzel. Dann ist k7, € ¢(X?) N X, und damit liegt die ganze L;-Bahn
@i(X?) in X NP(1).

,C“: Seikz e XN P(i’). Dann gilt [yp,Z] = 0. Es gilt also yj, € Lie Gz, und da der Stabilisator Gz glatt
ist, gibt es einen maximalen Torus T von G mit T' C Gz und yp € LieT. Also: T C L und = € g, fiir eine
Wurzel a. Diese Wurzel ist wegen kz € X lang.

Sei nun ¢ € Iy fest. Weiter sei y; die Komponente von y,, in 1;. Wir fassen dabei y; auch als Element

von 1; auf und betrachten den Hyperebenenschnitt X ;
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Lemma 4.3. Sei kx € X' und k& := ;(kZ). Dann ist die Singularitit von X;i in kZ aquivalent zur

Singularitdt von X, in kZ.

Bemerkung: Zwei Hyperflichensingularitdten gegeben durch Funktionen f(x1,...,Zm) bzw. g(y1,...,Yn)
mit m > n heiflen dquivalent, wenn es eine nichtausgeartete quadratische Form q(z1, ..., zm—n) gibt, so daf§

die Singularitdten gegeben durch f und g+ ¢ zueinander isomorph sind. Fiir char k = 2 gilt dann m = n(2).

Beweis: Durch Konjugation konnen wir £ = Zy annehmen. Insbesondere ist dann oy € A;. Sei wieder

Ay :={a € A {a|ag) > 0}, das wir folgendermafien zerlegen:
Y i={a€ Ao | alyn) =0} = Ao N A(yn),
Yo i={a € Ao |alyn) #0} = Ao \ A(yn).

31 ist dann das ,Aq“ von L;. Weiterhin sei U, wieder die eindimensionale unipotente Untergruppe von G,
die zur Wurzel o gehort. Entsprechend der obigen Zerlegung setzen wir nun fir j =1,2: U; = Haezj U, C
G. Wéhrend U, lediglich ein affiner Raum ist, ist Uy eine Untergruppe von L}, die isomorph auf die U
entsprechende Untergruppe von L; abgebildet wird. Also wird die Singularitdt von X; in kx durch die

Funktion
fi(u) = (yi,uz)  (u € Ur)

beschrieben, wihrend die von X in kZ durch f gegeben ist:
fur,u2) == (y, uru2d) (u; € Uj)

Der Einfachheit halber setzen wir ab jetzt i = 1. Es gilt:

A) fur, 1) = (y,u1®) = (y1, w1 @) + (uy “yn, :i>+zj>1<u1_1yj,§c>. Nun ist u] 'yn = yn € go und steht damit
auf T senkrecht. Wegen ul_lyj =y; € 1;- flir j > 1 verschwinden auch die letzten Summanden, und wir
erhalten

flur, 1) = fi(uy) fur alle ug € Us.

B) Fir alle uy € Uy verschwindet f quadratisch in ug = 1.
Sei 2* € gg mit § € Ly. Dann ist [yp, *] = B(yn)x* # 0. Also ist die Ableitung von f in z*-Richtung
an der Stelle (u1, 1) gleich (y, ui[z*, Z]) = B(yn) ™ (y, ur[lyn, 2*], 2]) = Blyn) "' (Y, [yn, w1 [2*, 7]]) = 0.
C) falu2) := f(1,uz) ist eine Morsefunktion, d.h. die ersten Ableitungen von fo verschwinden in 1, und
die Matrixz der zweiten Ableitungen ist invertierbar.
Weil y,, nilpotent ist, gibt es in L eine Einparametergruppe p(t) mit lim¢—op(t)y = yn. Da eine
Morsefunktion ,,Morse* bleibt, wenn man sie etwas stort, konnen wir ohne Einschrénkung annehmen,
dafl y, = 0 ist. Dann ist fo(us) = (yn, u2Z). Seien nun a, B € Xs.
a) f2(Ua) € (Yny8—ao P —ap+a B -+ +) = 0. Dies bedeutet, dafi 1 ein kritischer Punkt von fs ist und
dafl im quadratischen Teil von fs nur gemischte Terme vorkommen.
b) Die zweite partielle Ableitung von fa ist (yn, [Za, [£3Z]]) = ([Yn, Zal, [28, Z]) = £a(yn)(Tas T—ao+8)-
Dieser Term ist genau dann ungleich null, wenn o + 3 = «q ist. Wegen a € 39 & g — a € Xy

folgt die Behauptung.

Wir fassen nun u; als Parameter und f als Deformation von fs auf. Bekanntlich ist fs + ¢ eine verselle
Deformation der Morsefunktion fo. Wenn man die Formalisierung von U; im Punkte 1 mit U ; bezeichnet,

so heifit das: Es gibt einen Morphismus @ : Uy x Uy — Us mit
(I)(l, ’U,g) = U2 (1)
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und
flur,uz) = fa(@(ur, u2)) + g(u1). (2)

Wegen B) wissen wir
Du2f(u17 1) =0. (3)

Wenn man (2) an der Stelle 1 nach ug differenziert, erhdlt man:
O:Du2f(u1a1):Du2f2(q)(u171))ODU2(I)(U’1)1) (4)

Wegen (1) ist Dy, ®(uq,1) invertierbar, und damit ist ®(uy,1) ein kritischer Punkt von fs, d.h. ®(uq,1) = 1.

Setzt man dies in (2) ein, so erhélt man g = f. Also ist f dquivalent zu f, und das Lemma ist bewiesen.

Zusatz: Fiir ein v € g konnen wir die infinitesimale Deformation f.(u1,us) := (y + v, ujusd) mit €2 = 0
betrachten. Diese Deformation ist genau dann trivial, wenn h(uq,us2) := (v, uju2Z) in dem Ideal liegt, das
von f und seinen partiellen Ableitungen erzeugt wird. Aus Gleichung (2) folgt, daf alle Komponenten von
D,, f2 in diesem Ideal liegen. Weil fy eine Morsefunktion ist, enthilt dieses Ideal auch alle Komponenten
von ug. Sel nun v = x, mit a ¢ Ay. Dann ist A(uq,1) = 0, und damit ist die infinitesimale Deformation in

Richtung =z, trivial. Wir erhalten daraus:

Die Deformation von f iber g ist genau dann versell, wenn die Deformation von f1 tber 1] versell ist.

Mit dem letzten Lemma ist die Frage nach der Art der Singularitdten von X, auf nilpotente y zuriick-

gefiihrt worden. Sei also y = >, _qAaTa € N7, Ay € k. Setze weiterhin R := {y € n™ | A_,, # 0 fiir alle 4}

a<0
und S; ;= {y € n~ | A_,, = 0}. Die Elemente aus R heiflen reguldr nilpotent. Fundamental ist nun folgendes

Lemma:
Lemma 4.4. Die regular nilpotenten Elemente aus g sind alle zueinander konjugiert.

Beweis: Nach [17] Lemma 5.8 muff man nur zeigen, dafi die Menge der nilpotenten Elemente eine offene
Bahn enthélt. Dies ist fiir gute Charakteristik bewiesen in [17] Theorem 5.9b). Fiir klassische Gruppen und
char k = 2 steht dies in [11]. Schlielich fiir die Ausnahmegruppen in schlechter Charakteristik siehe [12].

Insbesondere sind also alle regulér nilpotenten Elemente zu yo konjugiert, das wir im letzten Abschnitt
ausfithrlich untersucht haben.

Wir miissen also noch die Elemente aus S; behandeln (vgl. [18] 3.10).
Lemma 4.5. Seien o; und «; einfache Wurzeln. Dann gilt GS; = G'S;.

Beweis: Da das Dynkindiagramm von A zusammenhéngend ist, konnen wir annehmen, dafl die Wurzeln «;
und «; nicht aufeinander senkrecht stehen. Sei nun H die Leviuntergruppe von G mit Lie H = g_,, D8P 8o, ,
und H' ihre Kommutatoruntergruppe. Wir fassen weiterhin A—q; als Linearform auf S; auf. Dann ist S; ein
H'-Modul, und wegen (cla;) # 0 ist A, ein Hochstgewichtsvektor in Sf. Somit ist S; N.S; = ker A_g;
invariant unter einer Boreluntergruppe von H’, woraus folgt, daf§ die Menge H'(S; N S;) abgeschlossen und
damit gleich S; ist, da A_,; nach Annahme nicht H'-invariant ist. Also la8t sich, wie behauptet, jedes

Element aus S; in ein Element aus S; konjugieren.
Lemma 4.6. Seiy € S;, und H, wie im Beweis von Lemma 4.5. Dann ist H (k&%) C Sing X,.

Beweis: Sei g € H. Dann gilt: g(kZ) € Sing X, & kZ € Sing X,-1,,. Wegen g~ 'y € n~ gilt (9~ 'y,gZo) C
(n—, f)‘> = 0, und es folgt die Behauptung.
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Sei nun «;, eine einfache Wurzel, die auf ag nicht senkrecht steht. Dann besagt Lemma 4.6, da8 X, fiir
y € S, nichtisolierte Singularitaten besitzt. Nach Lemma 4.5 gilt dies dann auch fiir beliebige nichtregulére

nilpotente Elemente.

Bezeichnung: Sei A ein Wurzelsystem, dessen irreduzible Komponenten Agp,..., Ag homogen seien. Wir
sagen, daf} die Singularititen einer Varietdt V' vom Typ A sind, wenn V genau s Singularitdten hat und

diese quasihomogen, einfach vom Typ Aq,..., A sind.
Wir fassen das Erreichte nun noch einmal zusammen. Zuerst noch eine Definition:

Definition: y heifit schwach reguldr, wenn y; € 1; regular nilpotent ist fiir alle 4, fiir die A; lange Wurzeln
enthalt.

Fiir homogene Wurzelsysteme sind Regularitat und schwache Regularitat dasselbe.

Theorem 4.7. Sei A ein Wurzelsystem mit ¢(A) # p.
a) Fiir ein y € g sind dquivalent:
— y ist schwach regular.
— Xy hat héchstens isolierte Singularitaten.
b) Sei y € g schwach reguldr, y = yp, + yn die Jordanzerlegung von y, und es gelte y, € go. Sei Ayy) :=
{a € A| a(yn) = 0}. Dann sind die Singularitiaten von X, vom Typ A(ys)*.
¢) X, ist genau dann glatt, wenn alle Wurzeln aus A(yy) kurz sind.
Fiir homogene Wurzelsysteme (A,,,D,,E,) sind also dquivalent:
— y ist regular halbeinfach.
- X, ist glatt.

Im folgenden Korollar bezeichne (A’) das von A’ erzeugte Untergitter des Wurzelgitters (A).

Korollar. Sei A ein homogenes Wurzelsystem und A’ ein Z-abgeschlossenes Unterwurzelsystem, so daf3
(A)/(A"Y héchstens p-Torsion hat. Weiter sei S eine einfache, quasihomogene Singularitat vom Typ A. Falls

p = 2 ist, sei die Dimension von S gerade. Dann lafit sich S in Singularitdten vom Typ A’ deformieren.

Beweis: Sei A’ # A. Da A’ Z-abgeschlossen ist, gilt dann auch (A’) # (A). Mit Induktion und nach
Theorem 4.7 geniigt es zu zeigen, dafl es ein Unterwurzelsystem A” mit A’ C A” C A gibt, so dal A" =
A(yp) fiir ein halbeinfaches Element y;, ist. Da (A)/(A’) hochstens p-Torsion hat, gibt es einen nichttrivialen

Homorphismus
0 {A) = (AY/(A"Y — Z)pZ — k.

Wiéhle nun yp, € go mit «;(yn) = @(a;). Dies ist moglich, da die einfachen Wurzeln «; linear unabhéngig

auf go sind. A” := A(yy) leistet dann das Gewtlinschte.

Um alle Unterwurzelsysteme A’ wie im Korollar zu bestimmen, kann man folgenden modifizierten Borel-
de Siebenthal-Algorithmus ([5]) anwenden:
1. RgA’ < RgA: Dann liegt A’ im Wurzelsystem A’ einer Leviunteralgebra. Dessen Dynkindiagramm
ist ein Unterdiagramm des Dynkindiagramms von A. Ersetze A durch A”.
2. Rg A’ =RgA:
a) A’ = A: Fertig.
b) A’ # A: Sei ag = Y a;a;. Nach [5] liegt dann A’ fiir ein ¢ im Unterwurzelsystem A” aufgespannt
von (IT\ {a;}) U {—ap}, wobei a; eine Primzahl und damit gleich p ist. Ersetze A durch A”.
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Nach Punkt 2b) erhalten wir folgende ,,unerwartete* Deformationen:

p=2: D, — Dp+Dypm; 2<m<n/2 (mit Dy = A; + A1, D3 = A3)

Es — A5+ Ay

Er — Ay

Er — Dg+4A;

Es — Dg

Es — Er+4A
p=3: E¢ — Ax+Ar+ A

Er — As+A

Es — Ag

Es — Eg+A;
p=5: Eg — As+Ay

Die Deformation Eg — Ag fiir p = 3 ist iibrigens schon in [1] enthalten. Die dort angegebene Deformation
Eg — A7
t5(xy — t2w0)? — ay (512l + 4txd) + 23 + 4525 + 56325 + 25 =0

ist fiir p = 3 eine Deformation Eg — Ag.

Vermutung: Es gilt auch die Umkehrung des Korollars.

§5. Die Deformation in guter Charakteristik

Durch Variation des Punktes y in der Nahe von g erhilt man eine Deformation der Singularitdt von X, .
In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal diese Deformation in guter Charakteristik (siehe §2) versell (siche [16]
2.3) ist.

Theorem 5.1. Sei p gut fiir A. Dann ist die Deformation der Singularitéit von X, iiber g versell.

Die Beweisidee ist dhnlich der bei [16] Chap. 8: Wir wéahlen zunéchst in g eine Scheibe S durch yo, um
den trivialen Teil der Deformation langs der Bahn von yo abzuspalten. Auf S sowie auf dem Basisraum D
der semiuniversellen Deformation der Singularitat gibt es dann eine kanonische k*-Operation mit positiven
Gewichten, und es stellt sich heraus, dafl beide Raume zueinander k*-isomorph sind. Weiterhin gibt es nach
Definition von D einen (semi-)kanonischen Morphismus ® : S — D, der auch noch k*-dquivariant gewahlt
werden kann ([16] 2.5) und der die Deformation iiber S induziert. Eigentlich ist ® nur auf der Formalisierung
von S in yg definiert, d.h. ® wird durch homogene formale Potenzreihen beschrieben. Nun sind aber, wie wir
noch sehen werden, alle Gewichte von S positiv, und damit sind die Potenzreihen in Wirklichkeit Polynome,
d.h. @ ist auf ganz S definiert. Wir werden dann zeigen, dafl ® dominant ist, woraus folgt (Lemma 5.2), daf3
® ein Isomorphismus und damit die Deformation iiber S und g versell ist.

Wir untersuchen zunéchst D: Da die Singularitdt quasihomogen ist, gibt es auf D eine k*-Operation.
Die Gewichte, mit denen k* auf diesem Raum operiert, lassen sich leicht berechnen. Bekanntlich ([16] 2.)
erhélt man D, indem man im Polynomring ein Vektorraumkomplement zum Ideal S(f), das von f und
seinen partiellen Ableitungen erzeugt wird, wahlt. Fiir die einfachen, quasihomogenen Singularitdten aus
Theorem 1.6 zeigt eine leichte Rechnung, dafl die Monome der folgenden Tabelle eine Basis von D bilden

(wir nehmen p gut an):
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Gewichte
Ap: Lyz,...,2v (@ firp|n+1) n+1l,n,...,3,2,(1)

D.: l,z,...,2" %y 2n—2,2n—4,...,4,2,n
Ee: 1,z,2% 4,2y, 2%y 12,9,6,8,5,2

Er: 1, z,y,22, 2y, y2, 2y> 18,14,12,10,8,6,2

Es: 1,z,2% 23y, xy, 22y, 23y 30,24,18,12,20,14,8,2

Man beachte, dafl diese Monome natiirlich unabhéngig vom quadratischen Teil ¢ in Theorem 1.6 gew&hlt
werden konnen. Bei dieser Tabelle haben wir die Normalformen aus der zweiten Spalte der Tabelle in
Theorem 1.6 zugrunde gelegt. Den Gesamtgrad von f wurde auf h := ag(g) + 1 (siche §3) normiert. Wenn
also my,...,ms die Monome zu einer Funktion f sind, so ist die allgemeine Deformation der Singularitat
von V(f) gegeben durch die Funktion f+ Y.;_, a;m;. Die a; sind dabei Koordinatenfunktionen auf D. Es
gilt offenbar dega; = h — degm,;. Die Grade der a; sind in der Tabelle unter ,Gewichte* angegeben. Eine
analoge Tabelle fiir schlechte Charakteristik findet sich im néchsten Abschnitt.

Das folgende Lemma zeigt, wie man schliefen kann, dafl ® ein Isomorphismus ist. Es ist eine leichte

Verallgemeinerung von [16] 8.1 Lemma 3.

Lemma 5.2. Seien S und D zwei isomorphe k*-Vektorrdume mit positiven Gewichten und ® : S — D sei

ein dominanter (nicht unbedingt linearer) k*-Morphismus. Dann ist ® ein Isomorphismus.

Bemerkung: In [16] wird vorausgesetzt, dal ® ~1(0) nulldimensional ist. Daraus folgt aber sofort die Domi-

nanz von P.

Beweis: Wahle lineare Koordinaten x1,...,2s von S und yi,...,ys von D mit degz; < --- < degas und
deg x; = degy;. Sei ® gegeben durch (z1,...,zs) — (fi(z1,...,25),..., fs(z1,...,xs)). Nach einem linearen
Koordinatenwechsel in S und D kann man erreichen, dafl die Matrix der Ableitung Dy® Diagonalform hat.
Dann gilt fur alle é: f; = N\jz;+gi(21, ..., 2i—1) mit \; € k und g; homogen vom Grad deg ;. Wenn alle \; # 0
sind, ist ® offenbar invertierbar. Andererseits, wenn X\;, = 0 ist, dann sind f1,..., fi, € klz1,...,Tiy-1]

algebraisch abhéngig und & ist nicht dominant.

Als néchstes konstruieren und untersuchen wir S. Dazu nehmen wir zunéchst zusétzlich an, dafi A
homogen, d.h. vom Typ A,, D,, oder E,, ist. Weiterhin gelte p /n + 1, wenn A vom Typ 4,, ist.
Wie in §2 sei ¢ : k* — G die Einparameteruntergruppe von 7' C G mit o(t)yo = t~ 'y fiir alle . Wenn

wir also k* folgendermaflen auf g operieren lassen:

t-y=to(t)y

dann wird yo ein k*-Fixpunkt. Wihle ein k*-stabiles Komplement Sy zu gyo in g. Dann ist S := yo + So
die gesuchte Scheibe. Die Gewichte von S und Sy sind natiirlich dieselben. Sei nun 7 : g — g//G die
Quotientenabbildung von g. Dann ist 7|s ein Isomorphismus (Lemma 5.2 und Lemma 2.5). Also sind
die Gewichte von k* auf S genau die Grade der erzeugenden Basisinvarianten. Diese sind aber unter den
angegebenen Bedingungen (A homogen, p sehr gut) genau die Grade aus obiger Tabelle (siehe z.B. [16] 3.12),
d.h. § und D sind k*-isomorph.

Nach [16] 2.5 gibt es einen k*-&quivarianten Morphismus ® : S — D, der die Deformation tiber S

induziert. Dann sitzt iiber jedem Punkt von ®~1(0) eine einfache, quasihomogene Singularitit vom Typ
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A. Diese kommt jedoch nur tiber nilpotenten Elementen vor (§4), und weil S nur ein einziges nilpotentes
Element enthlt, besteht ®~!(0) nur aus einem Punkt yo. Nach Lemma 5.2 ist ® ein Isomorphismus und

die Deformation ist versell.

Als néchstes behandeln wir den Fall A = A, mit p | n+ 1: Fiir das Wurzelsystem A,, 11 ist die Versalitét
schon bewiesen. Nun kommt aber die Singularitit A,, als Nachbarsingularitét in A, 41 vor. Da die Versalitat
einer Deformation eine offene Bedingung ist, folgt aus dem Zusatz von Lemma 4.3 in §4 die Versalitdt auch
fir A = A,,.

Zuletzt sind noch die inhomogenen Wurzelsysteme B,,,C,, F4 und G2 zu behandeln. Wie eben konnen
wir uns durch Ubergang zu By41 auf den Fall p fn fiir A = B,, beschranken.

Die Schwierigkeit ist, daf} in diesen Fallen S zu grof ist. Sei ng die Anzahl der kurzen einfachen Wurzeln.
Dann sei @ C g die Nullstellenmenge der ersten ng erzeugenden Invarianten (geordnet nach ihrem Grad),
und S’ := SN Q die neue Scheibe. Da 7(Q) ein affiner Raum ist, gilt dies auch fir S” 2 7(Q). Man rechnet
leicht nach, da3 S” und D als k*-Varietaten isomorph sind. Dabei ist zu beachten, das die Funktion f aus §3
in den inhomogenen Féllen nicht mehr den Gesamtgrad h, sondern ein gewisses Vielfaches davon hat. Mit
diesem Faktor sind daher auch die Gewichte von D zu multiplizieren.

Es ist also wieder zu zeigen, dafl
©71(0) = {yo} (%)

ist. Sei nun

Q:={y€go|ay) =0 fir alle einfachen, langen Wurzeln a}.

Nach der Beschreibung der Nachbarsingularititen in §4 ist (x) dquivalent zur Gleichung

m(Q) N7(Q) = {=(0)},

die wiederum aquivalent ist zu
2N (QNgo) ={0}. (%)

Der Nachweis dieser Gleichung gelingt nur durch eine Fallunterscheidung. Sei wieder A\ € go mit ai()\JV) =
0ij. AuBerdem bezeichne P; eine Invariante vom Grad d. Im folgenden verwenden wir die Notation wie
in [6] Planches.

B,: In diesem Fall wird go von 1,...,&, aufgespannt. Q = kX/ = k) ,&;. Weiterhin ist Q N gy die
Nullstellenmenge einer Invarianten vom Grad 2. Nun gilt aber Po(AY) = |le1 + -+ +,?> =n # 0 und
damit ist (x*) bewiesen.

Cn: Q = kN & - ®kN_, = (e1,...,6n—1). Als erste n — 1 invariante Polynome kann man nehmen:
Pyi(arer + -+ anepn) = ai(a%, cen ai), wobei o; das i-te elementarsymmetrische Polynom ist. Damit

gilt fir y = a1e1 + -+ + ape, € U
an:Pg(y):~~:P2n,2(y):0:>y:0.

Fi: Q=FkXNY @EkN. Sei P,(y) := Y a(y)™, wobei iiber alle positiven langen Wurzeln zu summieren ist. Fiir

n gerade ist P, invariant. Eine explizite Rechnung zeigt:

P, (a)y + b)) = 2"3[a™ + (a + b)™ + (2a + b)"].
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Dann ist Q N g die Nullstellenmenge von P> und FPz. Nun sind alle Nullstellen aus €2 von Ps allein
von der Form y = a(\y + ({3 — 1)AY) mit a € k und (3 eine primitive dritte Einheitswurzel. Aus
0 = Ps(y) = 263245 folgt y = 0.

Go: Q=KX ,Po(\) = | —e2+e3]?=2#0.

Damit ist das Theorem vollstandig bewiesen.

§6. Die Deformation in schlechter Charakteristik

In diesem Fall behandeln wir die Deformation fiir homogene Wurzelsysteme in schlechter Charakteristik,
d.h.

D, und p = 2;

Eg und p = 2,3;
E; und p = 2,3;
Eg und p = 2,3, 5.

Dazu rechnen wir wieder die Gewichte auf dem Basisraum der semi-universellen Deformation aus, wobei
wir flir p = 2 die Normalformen aus der vierten Spalte der Tabelle in Theorem 1.6 zugrunde legen. Wir

fassen das Ergebnis in der folgenden Tabelle zusammen:

A char k xhyd 2k positive Gewichte negative Gewichte dim D*
Dom p=2 i<m-1,j<1,k<1 2m—1,2m—3,...,1,1 —1,...,—2m+3 3m+1
Domi1 p=2: i<m-—1,j<1,k<1 2m —1,2m—3,...,1 —-1,---,—2m+3 3m+1
Eg p=2 i<l,j<lk<l1 3 —1 7
Eg p=3 i<2,7<2,k=0 4,1 -2 8
E7 p=2 2i+5<4,j<2,k<1 9,5,3,1 —-1,-3,-7 11
E7 p=3: 1<2,7<2,k=0 4 -2 8
Es p=2 i<2,i<1,k<1 15,9,5,3 —1,-3,-7,—13 12
Eg p=3 1<3,j<2,k=0 10,4 —-2,-8 10
Eg p=>5 1<4,7<1,k=0 6 —4 9

Dabei stehen unter z'y’ z* die Mengen von Monomen, die den Raum D aufspannen, wihrend nur die Gewichte
von D aufgefiihrt sind, die zum klassischen Fall (§5) hinzukommen. Man sieht, daf p genau dann schlecht
ist, wenn negative Gewichte auftreten. Dabei ist DT die Teilmenge von D auf der alle Funktionen mit
negativem Gewicht verschwinden. Analog sei D~ definiert. Wir zerlegen nun auch g = b @& n~. Auf dem
ersten Summanden operiert £* mit positiven Gewichten, auf dem zweiten mit nichtpositiven. Sei nun wieder
® : g — D ein k*-aquivarianter Morphismus, der die Deformation iiber g induziert. Das folgende Lemma

zeigt, dal die Deformation iiber g in schlechter Charakteristik unméglich versell sein kann. Genauer gilt:
Lemma 6.1. ®(n~) = 0.

Beweis: Da die reguldr nilpotenten Elemente in n~ alle zueinander konjugiert sind (Lemma 4.4), sind die
Singularititen iiber diesen Punkten alle zueinander isomorph. Wegen ®(ii~) C D~ geniigt zu zeigen, dafl
der Nullpunkt der einzige Punkt aus D~ ist, iiber dem eine Singularitdt vom Typ A vorliegt. Man rechnet
jedoch schnell nach, dafl das Ideal S(f), das von der Funktion und ihren partiellen Ableitungen aufgespannt

ist, iiber D\{0} eine echt kleinere Kodimension im gesamten Ring hat.
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Beispiel Eg, p = 2: Die allgemeine Deformation iiber D~ ist
F(z,y,2) =2° +y° + 2% + 2(a1zy + a2x®y + azx® + agz3y).

Die in der Tabelle angegebenen Monome spannen immer noch k[x,y, z]/S(F) auf, da dies eine offene Bedin-
gung ist. Auf der anderen Seite liefert %—5 = a2y + a2’y + azx® + ag2>y eine lineare Abhingigkeit zwischen

zy,2%y,23 und 23y. Alle anderen Fille werden genauso behandelt.

Setze b’ := yo + b. Da die Gewichte von b’ positiv sind, 14t sich ® auf b’ fortsetzen und es gilt
o(b') C D*.

Theorem 6.2. Sei A ein homogenes Wurzelsystem. Dann ist die Deformation iiber b’ dquivalent zur
Deformation iiber DV, d.h. ®|, : b’ — DV ist glatt in yo.

Bemerkung: Ich vermute sogar ®(g) C D*. Wenn dies richtig wire, dann kénnte man b’ in Theorem 6.2

durch g ersetzen.

Beweis: Fiir gute Charakteristik ist D™ = D. Daher folgt dieses Theorem aus Theorem 5.1. Sei die
Charakteristik also schlecht.

Wir konstruieren wieder einen affinen Teilraum S von b’, so dafl ®|g : S — D™ ein Isomorphismus ist.
k* operiere wieder wie in Abschnitt 5 auf g. Sei diesmal Sy ein k*-stabiles Komplement zu gyo N b = nyg in

b und S := yy + Sp. Um die Gewichte auf Sy zu bestimmen, betrachten wir folgende exakten Sequenzen:
0—mny—b—5—0

O—>ny0—>nﬂ>ny0—>0

Dabei sind alle Homomorphismen k*-&quivariant bis auf denjenigen, der mit [1] gekennzeichnet ist. Dieser
verschiebt die Gewichte um 1. Fiir einen beliebigen k*-Modul V' sei xv (t) das Laurentpolynom, dessen i-ter
Koeffizient (i € Z) die Multiplizitdt des Gewichts ¢ in V ist. Dann erhalten wir:

XS0 = Xb — Xnyo = Xb — & "(Xn — Xn,,) =
= (xb— t71Xn) + t71Xny0~

In guter Charakteristik verschwindet der letzte Summand, d.h. der erste Summand beschreibt genau die
Gewichte, wie sie im vorhergehenden Abschnitt aufgefiihrt worden sind. (Dies ist iibrigens eine Moglichkeit
die Grade der erzeugenden Invarianten auszurechnen.) Wir miissen also zeigen, dafl die Gewichte von n,,
genau die positiven Zahlen aus obiger Tabelle sind.

Sei g; der Gewichtsraum von g unter ¢ und p; : g — gi—1 : ¥ — [yo,y] die Multiplikation mit yg. Dann
ist ™' xn,, (t) = Y;> mat’ mit m; := dimker ;. Die Zahlen m; sind in [17] aufgelistet, und zwar fiir 7 = 1
in Cor.2.5 (Fall A =T") und fiir 4 > 2 in Thm.2.6. Man muf} dort allerdings i durch —i ersetzen. Es stellt

sich dann heraus:
Lemma 6.3. DV und S sind isomorph als k*-Varietéten.

Es ist jetzt noch zu zeigen, dafl der Morphismus ® : S — D% dominant ist. Dies ist jedoch nicht so
einfach wie in guter Charakteristik, da als Faser ® ~1(0) der ganze Schnitt von S mit der Bahn Gyg in Frage
kommt, der eben nicht nur aus einem Punkt besteht.

Die Dominanz von ® folgt aus folgendem Lemma:
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Lemma 6.4. Es gibt einen Punkt y' € S, in dem die Ableitung D, ® surjektiv ist.

Beweis: Um genau zu sein, beweisen wir dieses Lemma und Theorem 6.2 gleichzeitig durch Induktion
nach dim G. Wir wihlen 3’ € S so, daB y’ regulér ist und der halbeinfache Teil y; zu einem Vielfachen von
g aus folgender Tabelle konjugiert ist: (Dies ist moglich, da Ty, (Gyo) und S den ganzen Tangentialraum von

g in yo aufspannen.)
y Ca(y) dim Dy

Dn,p=2: Ay Dna+Ai+A 3[n/2/+2

Eg, p=2: Ay As+A 8
p=3 A Ar+Ar+Ay 9

Er, p=2: A Dg+ A 12
p=31 Ay As+A; 9

Es, p=2: A E;+4A 13
p=3: A\ Eg+A 11
p=5 A Ai+A 10

Die dritte Spalte enthéalt den Typ des Zentralisators von § und damit auch den Typ der Singularitdten
von X,. Das Wurzelsystem von Cg(y) besteht dabei aus allen Wurzeln o mit a(g) = 0. Wenn also
a =7y .njo;und § = )\Z) ist, dann gehort o genau dann zu diesem Wurzelsystem, wenn n;, = 0(p) ist. In
unseren Féllen wird es von {a; | ¢ #ip} U{—aq} erzeugt.

Die vierte Spalte enthélt die Dimension des positiven Teils Df der versellen Deformation der Singu-
laritaten von X,/. Zum Beispiel ist die verselle Deformation einer A4-Singularitdt mit chark = 5 fiinf-
dimensional, und damit ergibt sich die Dimension in der letzten Zeile als 5 + 5 = 10.

Ein Vergleich mit der vorletzten Tabelle liefert:
dim D = dim D" + 1.

Sei nun G, die adjungierte Form von Cg(y;,). Dann bekommen wir wieder einen kanonischen Morphismus
®, : g — D;. Nach Induktion ist der Rang der Tangentialabbildung von ®; in 3’ mindestens dim Df.
Eigentlich haben wir das nur fiir einfache Gruppen bewiesen, aber die Behauptung iibertragt sich sofort auf

direkte Produkte. Weiterhin besteht das Zentrum von Lie Cq(yj,) genau aus kyj,, d.h. die Sequenz
0 — ky), — LieCg(y),) — Lie Gy

ist exakt. Sei nun g, die Formalisierung von g in y’. Aus der Deformation der Singularitéten von X,

erhalten wir einen Morphismus &' : g, — D;. Wie im Zusatz von Lemma 4.3 kénnen wir
RgDy®' > dim Dy —1=dim D™

schlieflen. Sei by eine Borelunteralgebra, die y’ enthélt, und ny ihr Nilradikal. Dann wissen wir (Lemma 6.1),
dafl die infinitesimale Deformation der Singularitéit von X, in Richtung n; trivial ist. Dies gilt auch fiir
gy’. Nun gilt nach Konstruktion Sg + gyo + n~ = g. Wenn wir also y’ ,nahe genug® bei yo wéhlen,
erhalten wir Sy + gy’ + n; = g. Also hat die Einschrinkung von D,,®’ auf S den Rang dim D*. Wegen

der Semiuniversalitdt der Deformation iiber D; gibt es einen eindeutigen Homomorphismus ¥ : T,y (D) —
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Tor(yy(D1) mit Dy ®'|s = ¥ o Dy ®|g. Damit ist der Rang von D,/ ®|g auch mindestens dim DT, was zu

beweisen war.

Sei 7 die abgeschlossene Teilmenge von D, iiber der eine Singularitidt vom Typ A sitzt. Fiir sehr gute
Charakteristik gilt 7 = {0}. Im Beweis von Lemma 6.1 haben wir gesehen, daf keine Singularitét iiber
A~ \ {0} aus 7 ist. Damit gilt 7 € DT. Wenn man nun DT mit S identifiziert, so gilt 7 = SN Gyo. Aus
dim Gyp = dimg — Rg A folgt

Korollar. dimD =RgA +dim7 +dimD~.

Diese Formel wurde von Slodowy durch direktes Nachrechnen gefunden (unveroffentlicht). Sie verallge-

meinert die Formel dim D = Rg A fiir sehr gute Charakteristik.
Korollar. Alle Singularititen iiber DV sind quasihomogen.

Bemerkung: Sei A’ C A ein Unterwurzelsystem von A, so da§ (A)/(A’) hochstens p-Torsion hat. Dann
148t sich nach dem Korollar zu Theorem 4.7 eine Singularitat vom Typ A in eine vom Typ A’ deformieren,
d.h. die Singularitat vom Typ A’ kommt tiber gewissen Punkten von D vor. Allerdings braucht keiner
dieser Punkte in DV zu liegen. Dies wire dquivalent dazu, dafl A’ das Wurzelsystem des Zentralisators
eines Punktes y, aus gg ist. Betrachten wir zum Beispiel die Deformation Eg — A7 mit chark = 3. Das
Wurzelsystem A7 kommt in Eg bis auf Konjugation mit der Weylgruppe nur auf eine einzige Art vor, so dafl
(A)/(A’) hochstens 3-Torsion hat, und zwar erzeugt von IT \ {a2}. Damit wére y;, ein Vielfaches von 3.
Wegen ap(AY) = 3 enthilt das Wurzelsystem von Cg(y) noch zusétzlich ap, und ist damit isomorph zu
Ag. Da die im §4 angegebene Deformation ganz in DT liegt (mit degt = 2), sehen wir a priori, da$ sie fiir

char k = 3 eine Deformation Eg — Ag sein muf.
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