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Summary: Let G be a reductive group defined over an algebraically closed field
k and let X be a G-variety. In this paper we study G-invariant valuations v
of the field K of rational functions on X. These objects are fundamental for
the theory of equivariant completions of X. Let B be a Borel subgroup and U
the unipotent radical of B. It is proved that v is uniquely determined by its
restriction to KY. Then we study the set of invariant valuations having some
fixed restriction vy to KZ. If vy is geometric (i.e., induced by a prime divisor)
then this set is a polyhedron in some vector space. In characteristic zero we prove
that this polyhedron is a simplicial cone and in fact the fundamental domain of
finite reflection group Wx. Thus, the classification of invariant valuations is
almost reduced to the classification of valuations of K 2.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und K eine endlich erzeugte Korpererweite-
rung. Ein grundlegendes Problem der algebraischen Geometrie ist es, alle Varietdten X
zu finden, deren Funktionenkorper k(X) gleich K ist. Sei ¢ der Transzendenzgrad von K
iiber k. Dann ist das Problem trivial fiir ¢ = 0 und die Losung ist klassisch fiir ¢ = 1:
Es gibt bis auf Isomorphie genau eine projektive, normale Kurve X mit k(X ) = K. Die
Konstruktion von X aus K geschieht durch Bewertungen: X ist als Punktmenge gleich
der Menge der diskreten normierten Bewertungen von K/k (siehe [Ha] 1.6). Fiir ¢ > 1
gibt es einige tiefliegende Resultate in dieser Richtung (z.B. die Existenz eines minimalen
Modells), aber gerade fiir rationale Korper ist das Problem schon fiir ¢ = 2 (Klassifikation

rationaler Fléchen) kombinatorisch sehr kompliziert. Aber die Theorie der Bewertungen
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spielt auch hier eine wichtige Rolle, so zum Beispiel bei der Auflésung von Singularitéten.

Seit einiger Zeit betrachtet man auch das dquivariante Analogon dieser Problemstel-
lung: Eine zusammenh#ngende algebraische Gruppe operiere auf K und man sucht alle
(normalen) G-Varietdten X mit k(X) = K. Der wichtigste Spezialfall ist der, dafl man
von einer homogenen G-Varietit G/H ausgeht. Mit K = k(G/H) lautet die Aufgabe nun:
Klassifiziere alle G-dquivarianten, offenen Einbettungen G/H — X. In dieser Form ist
das Problem zuerst fiir symmetrische Rdume (z.B. Satake [Sa], DeConcini-Procesi [CP])
und fiir Tori (Demazure [De], Mumford et al. [KKMS], Oda [MO]) behandelt worden.

Ein allgemeiner Ansatz fiir das Einbettungsproblem wurde dann von Luna und Vust
[LV] geliefert. Die Idee besteht wieder darin, Einbettungen mit Hilfe von diesmal G-inva-
rianten Bewertungen zu beschreiben. Dies funktioniert am besten fiir reduktive Gruppen.
Daher werde ich ab jetzt G als reduktiv annehmen. Die Hauptbeobachtung von Luna und
Vust ist nun: Sei X eine normale G-Varietidt und Y C X eine G-stabile Untervarietit.
Dann wird der lokale Ring Ox y und damit eine offene Umgebung von Y in X durch
folgende zwei Mengen beschrieben (siehe Satz 3.8):

a) Die Menge A aller (geometrischen) G-invarianten Bewertungen, die Ox y dominieren.

b) Die Menge B aller B-stabilen, aber nicht G-stabilen Primdivisoren D C X, die Y

enthalten.

Dabei ist B eine Boreluntergruppe von G. Somit gliedert sich die Klassifikation der (Keime
von) Einbettungen in drei Teile:

I) Die Bestimmung aller G-invarianten Bewertungen.

IT) Die Bestimmung aller B-invarianten Primdivisoren.
IIT) Die Bestimmung aller ,,zuldssigen* Paare (A, B).
Fiir ITT) haben Luna-Vust eine Reihe hinreichender und notwendiger, wenn auch sehr kom-
plizierter Bedingungen aufgestellt. Bei II) ist es klar, dal man die Operation von B auf X
untersuchen muf. Die wichtigste Grole ist hier der Transzendenzgrad c¢(X) des Korpers
K% der B-invarianten rationalen Funktionen. Dieser ist gleich der minimalen Kodimen-
sion einer B-Bahn in X. Die Zahl ¢(X) wird nach Luna und Vust die Kompliziertheit
von X genannt. Am einfachsten sind natiirlich Varietdten mit ¢(X) = 0, d.h. mit einer
offenen B-Bahn. Diese heiflen sphdrisch. In diesem Fall gibt es nur endlich viele B-stabile
Primdivisoren, nédmlich die Komponenten des Komplements der offenen Bahn.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Problem I), d.h., sie enthilt ein systema-
tisches Studium der unter einer reduktiven Gruppe invarianten Bewertungen eines Funk-
tionenkorpers. Nicht so naheliegend ist dabei, dafl auch hier die Operation von B auf K
die entscheidende Rolle spielt.

Sei U die Kommutatoruntergruppe von B. Dann zeigen wir zuerst, dafl eine G-invari-
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ante Bewertung v schon eindeutig durch ihre Einschrankung vV auf den Koérper KU der U-
Invarianten bestimmt ist. Weiterhin zeigen wir, wie sich die wichtigsten Eigenschaften und
numerischen Gréflen von v (Dimension, Rang usw.) aus v¥ ablesen lassen (Abschnitt 3).

Als nichstes untersuchen wir T-invariante Bewertungen von KU, oder etwas allge-
meiner homogene Bewertungen einer graduierten Algebra (Abschnitt 4). Sei v? die Ein-
schrankung von v auf K?. Es zeigt sich, da die Menge der homogenen Bewertungen
vV von KUY mit vorgegebenem v
Gruppe bildet.

In Abschnitt 5 stellen wir ein Kriterium auf, das die G-invarianten Bewertungen un-

einen affinen Raum unter einer gewissen kommutativen

ter den homogenen Bewertungen von KU charakterisiert. Als Korollar erhalten wir die
Konvexitit dieser Menge in den oben genannten affinen Rdumen. Die Ergebnisse bis hier-
hin zeigen, daf} eine Klassifikation der invarianten Bewertungen von K nur gelingen kann,
wenn man alle Bewertungen von K2 kennt. Dies ist aber, wie am Anfang erkldrt, nur
dann der Fall, wenn der Transzendenzgrad von K2, d.h. die Kompliziertheit von K, nicht
zu grof3, d.h. < 1 ist. Aber schon der sphirische Fall K® = k ist nicht ganz trivial.

In den niichsten Abschnitten betrachten wir vorwiegend Bewertungen, fiir die v?
geometrisch ist, d.h. v? wird von einem Primdivisor in einem normalen Modell von K2
induziert. In Abschnitt 6 zeigen wir dann, dafl die Menge der invarianten Bewertungen

B ein abgeschlossenes Polytop bilden.

mit vorgegebenem geometrischem v

In Abschnitt 7 werden Vergleichssidtze aufgestellt, die die Menge der invarianten
Bewertungen von K mit der des Restklassenkorpers k, einer invarianten Bewertung v
verkniipfen. Diese Ergebnisse dienen vor allem als Grundlage fiir einen Induktionsbeweis
im letzten Abschnitt.

Invariante Bewertungen v, deren Einschrankung auf K trivial sind, heiBen zentral.
Als Faser der Abbildung v — v? bildet die Menge Z der zentralen Q-wertigen Bewertungen
einen endlich erzeugten konvexen Kegel in einem gewissen Q-Vektorraum H. In Abschnitt 8
bestimmen wir den grofiten linearen Teilraum, der in Z enthalten ist, und beantworten
damit die Frage, wann Z spitz, d.h. streng konvex ist. Die Antwort wird gegeben durch
eine gewisse Untergruppe der G-Automorphismengruppe von X.

Schlieflich verallgemeinern wir ein fundamentales Resultat von Brion [Br] fiir sphéri-
sche auf beliebige G-Varietdten. Dieses besagt, dal Z immer der Fundamentalbereich einer
endlichen Spiegelungsgruppe Wx ist (Abschnitt 9). Leider miissen wir dazu chark = 0
voraussetzen. In [Knl] habe ich bereits mit Hilfe der Momentabbildung jeder G-Varietét
eine Spiegelungsgruppe zugeordnet. In einer weiteren Arbeit [Kn3| werde ich zeigen, dafl
beide Konstruktionen zur gleichen Gruppe fithren. Dies liefert auch einen neuen Beweis

fiir den Satz von Brion.



Die Ideen fiir viele Sétze und Beweise dieser Arbeit gehen auf [LV] zuriick, oder ver-
allgemeinern Sachverhalte fiir sphérische Varietdten aus [Pau, [BP] und [BLV]. Da ich
versucht habe, moglichst viele Resultate fiir Korper beliebiger Charakteristik zu beweisen,
wurden zum Teil erhebliche Anderungen notwendig. Grundlegend ist hierbei der Beweis
des lokalen Struktursatzes in beliebiger Charakteristik (Abschnitt 1), und Folgerungen
aus dem Theorem von Haboush iiber die geometrische Reduktivitit reduktiver Gruppen
(Abschnitt 2).

Weiterhin habe ich versucht alle Satze fiir beliebige G-Varietdten und nicht nur fiir
homogene Riaume zu formulieren. Dies zahlt sich manchmal in Induktionsbeweisen aus.

Schliellich verwendete ich viel Sorgfalt, um moglichst allgemeine Bewertungen zu-
zulassen. Insbesondere brauchen die Bewertungen nicht diskret oder gar geometrisch zu
sein. Aufler der erhohten Allgemeinheit hat dies zwei Vorteile: Selbst wenn man nur an
z.B. diskreten Bewertungen interessiert ist, kann es Konstruktionen (z.B. mit Zornschem
Lemma) geben, die a priori auf nichtdiskrete Bewertungen fiihren.

Der zweite Grund ist der, dal damit ein neuer Beweis fiir die Vergleichssétze in Ab-
schnitt 7 moglich wurde. Seien namlich A’ und A” zwei geordnete abelsche Gruppen
und sei A := A’ & A” versehen mit der lexikographischen Ordnung. Dann ist eine A-
Bewertung im wesentlichen ein Paar (v’,v”), wobei v/ eine A’-Bewertung von K und v”
eine A”-Bewertung des Restklassenkorpers von v’ ist. Fiir eine exakte Formulierung siehe
Abschnitt 7.

Danksagung: Ich méchte dem Referenten fiir einige Verbesserungsvorschldge danken.

Bezeichnungen: Alle Varietéiten seien iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper &
definiert. Sein charakteristischer Exponent sei p, d.h. p = 1 falls char kK = 0 und p = char k
sonst. Mit R* bezeichnen wir die Einheitengruppe eines Ringes R. Insbesondere ist
k* =k\ {0}.

In der ganzen Arbeit seien G eine zusammenhéngende reduktive Gruppe, B C G eine
Boreluntergruppe, U C B die maximale unipotente Untergruppe, 7' C B ein maximaler
Torus und B~ diejenige Boreluntergruppe mit B N B~ = T'. Die positiven Wurzeln seien
die Gewichte von T in LieU.

Fiir eine beliebige algebraische Gruppe H und einen H-Modul V sei VH) := {y €
V | v #0,Hv C k*v} die Menge der H-Eigenvektoren in V. Fiir v € V) sei y,, der
zugehorige Charakter von H. Das unipotente Radikal von H bezeichnen wir mit H,,.
SchlieBlich sei (v) die Gerade kv durch einen Vektor v.

Die folgenden Tabelle dient nur zum Nachschlagen. Alle Bezeichnungen werden im
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Text eingefiihrt.

80: k Alg. abg. Korper rggv  =dimgA(v) ® Q

P Char. Exp. von k def v = kodimv — rgg v

R Einheiten von R K = k(X)

G Zus.h. red. Gruppe k(X)p

B Boreluntergruppe von G F(X)

U = B, oY = v|gu

T Max. Torus von B res = VA(K)Y — VA (KY)T

B~ Gegentiberl. Borelug. Dy (X)

V(H)  Eigenvektoren By (X) ={vp|DeDy(X),G-D =D}

Xv Eigencharakter Fy(X) =Dy (X)NF(X)

H, Unip. Radikal §4: T(X) _ K(B)/(KB)X

W) =hkePl) K,  ={feK|WeB: [ =0)f}
61: X G-Varietit K = o, K,

X, ={zeX|o(x)#0} HA(X) =Hom(I'(X),A)
§2: P(X) L

P.(X) = P(X), v = vlxs

S(X) Aw) =1gv—1g0vB

A(X) =P(X)/5(X) Ag(v) =rgguv —rggv”

dg(X) = Tr.grad k(X)" /k 85: v Bewertung von K5

o(X)  =dp(X) Quy(K) = KW /O

rigX  =dy(X)—dp(X) V(K) ={veVa(K)| Oy SO}
83: A Angeordnete ab. Gruppe Za(K) =WV(K)“

v A-Bewertung von K C(vo)

0,  ={feK|uf) >0} §6: Dy (X)

m, ={feK|v(f) >0} §7: N, K

k. = Ov/mv H,

Alw)  =wv(K*)CA . 20 _

Va(K) Menge aller A-Bewert. 38: ZR(K) = 2a(K) 2 —2alK) 5

0 Triviale Bewertung Ax = ker[Aut™(X) — Auty (K7)]

dimv = Tr.gradk,/k §9: Wx

kodimv =dim X —dimw VP (K) = {v € VA(K) | v¥ geometrisch}

rg v = Krulldim O,



1. Der lokale Struktursatz

In den ersten beiden Abschnitten werden einige wichtige Sétze zur Struktur der B-Ope-
ration auf einer G-Varietdt X bewiesen. Da sie auch von unabhéngigen Interesse sind, ist
die Darstellung etwas ausfiihrlicher, als fiir die weitere Arbeit notig wire.

Der lokale Struktursatz (Satz 1.2) wurde in Charakteristik Null etwas anders formu-
liert von Brion-Luna-Vust [BLV] bewiesen, und liefert eine wichtige Strukturaussage fiir
die Operation von B. Fiir den Beweis brauchen wir folgendes wohlbekannte Lemma aus

der Darstellungstheorie:

1.1. Lemma. Sei V ein endlichdimensionaler G-Modul, der von v € VB erzeugt werde
und set W := V"V der duale Modul. Dann gilt:
1. Xy st das mazximale Gewicht von V', d.h. fiir jedes andere Gewicht n ist x, —n Summe
positiver Wurzeln. Seine Multiplizitit ist eins.
2. Es gibt w € W mit WEB ) = kXw. Fiir dieses w gilt {(w,v) # 0 und xo = x5 '
3. Die Standgruppen von (v) und (w) sind einander gegeniiberliegende parabolische Un-

tergruppen.

Beweis: 'V wird als Vektorraum von Gv und damit auch von der offenen Teilmenge
B~ Bv = B~ v aufgespannt. Der erste Punkt folgt nun aus der Darstellungtheorie auflosba-
rer Gruppen (vgl. [Hu] Prop. 27.2, 31.2).

Sei w € W®E™) und W’ der von w aufgespannte Untermodul. Da V von v erzeugt
wird, gilt (W’ v) # 0. Also ist x, ! Gewicht von W’. Wendet man 1. auf (W', B~, w) an,
so ergibt sich x,, = x; 1. Da die Multiplizitit gleich eins ist, folgt 2. Punkt 3 ist klar. [

Definition: Sei o ein Schnitt eines Geradenbiindels auf einer Varietat X. Dann bezeichne

X, die offene Teilmenge aller Punkte von X, in denen ¢ nicht verschwindet.

1.2. Satz. Sei X ein G-Varietat, L ein amples G-Geradenbiindel auf X und o ein B-
semuinvarianter Schnitt von L. Sei P := G ). Dann gilt:
1. P, operiert eigentlich auf X5, der Bahnenraum X, /P, existiert, und der Quotienten-
morphismus 7 : X, — Xq /P, ist affin.
2. Es qibt eine T'-stabile, abgeschlossene Untervarietit Z C X,, so daf§ Py, X Z — X, :
(9,z) — gz und Z — X, /P, endlich und surjektiv sind.
3. Sei chark = 0 und L das Levikomplement von P, das T enthdlt. Dann kann man
eine L-stabil Untervarietit Z C X, finden, so daff P, x Z — X, und Z — X, /P,

Isomorphismen sind.

Beweis: Als erstes reduzieren wir die Situation auf den Fall, dafl X ein projektiver Raum
ist. Durch Ersetzen von (£, o) durch (LY, o) mit N > 0 konnen wir annehmen, dafl £
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sehr ample ist. Dann enthélt H%(X, £) einen endlichdimensionalen G-stabilen Untermodul
V, so daB8 der kanonische rationale Morphismus X — P(VV) eine Einbettung ist. Sei
weiter V' C H°(X, L) der von o erzeugte G-Untermodul. Setze W := (V @ V)" und
ooi=0®0€VaV=H'(P(W),O()). Wir haben dann eine Einbettung X «— P(W),
und es geniigt, den Satz fir X = P(W), £ = O(1) und ¢ = 0¢ zu beweisen.

Seiv € VY mit VV(E) = Xy und (v, 0) = 1 (Lemma 1.1.2), und sei o = (v) aufgefaBt
als Punkt in P(WW). Nach Konstruktion gilt v € X,. Nach Lemma 1.1.3 ist G; N P, = 1.
Wihle in V'V ein T-stabiles Komplement S zum Tangentialraum 7T, P,v C V, und setze
Z =PSd (v VV) N X,. Wir untersuchen nun p : Xy := P, x Z — X,. Wihle
eine Einparameteruntergruppe A : G,, — T mit (o, A) > 0 fiir alle positiven Wurzeln
a. Insbesondere operiert G,,, durch Konjugation kontrahierend auf P,. Auf WV soll G,,
folgendermafen operieren: Auf V'V operiere G, mittels A(¢), und auf V" durch ¢tV A(t).
Dabei sei N € N so grof, dal x, das grofite Gewicht von W wird Nach Lemma 1.1.1
ist dies moglich. Dies induziert eine Operation auf X;. Der Morphismus p ist damit
G,,,-dquivariant, und G, operiert auf beiden Rdumen kontrahierend mit dem Fixpunkt
vy := (1,0) bzw. v, d.h. jede G,,-stabile, abgeschlossene Teilmenge enthélt den Fixpunkt.
Nach Konstruktion ist v; ein isolierter Punkt der Faser ;= !(9) und damit p=1(9) = {v;}.
Daraus folgt, da§ 1 endlich und dominant ist ([ZS], Lemma S. 198). Damit ist 2. bewiesen.
Fiir char £ = 0 ist L linear reduktiv, d.h. man kann Z sogar L-stabil wihlen. Weiterhin ist
die Bahnenabbildung P, — P, ein Isomorphismus (P, ist unipotent). Also ist p étale in
vy und damit wegen der G,,-Aquivarianz ein Isomorphismus ([S]] 8.1 Lemma 3). Daraus
folgt 3.

Wir leiten nun 1. aus 2. ab. Fiir betrachte das Minimalpolynom von f € k[Z] =
k[P, x Z]P iiber dem Polynomring k[X,]. Da dieses eindeutig ist, sind seine Koeffizienten
P,-invariant. Also ist k[Z] ist endlich iiber k[X,]". Insbesondere folgt, dafl letztere
Algebra endlich erzeugt ist. Wir setzen X, /P, := Spec k[X,|"=. Betrachte nun folgendes
kommutative Diagramm:
PuxPyxz "D poygxPxZ
(u,u'z)l l(uz,u'z')

P, x X, (uz.2) X, x X,

Die senkrechten Pfeile sind eigentlich und surjektiv, und der obere horizontale Pfeil ist
eine abgeschlossene Einbettung. Daraus folgt leicht mit Hilfe des Bewertungskriteriums,
dafl der untere Pfeil ebenfalls eigentlich ist, d.h. (per definitionem), dal die Wirkung von
P, auf X, eigentlich ist.



Es bleibt zu zeigen, dafl die Fasern von ¢ : X, — X,/P, genau die Bahnen von P,
sind, oder dquivalent dafl P, X X, — X, X x_/p, X, surjektiv ist. Wie eben gesehen, ist das
Bild abgeschlossen. Da die generischen Fasern Bahnen sind, ist das Bild eine irreduzible
Komponente. Es geniigt also zu zeigen, dal X, xx_,p, X, irreduzibel ist. Nun ist ¢
dquidimensional (wegen der Existenz von Z), und damit universell offen ([EGA],IV§14.4.4).
Alsoist X5 xx_/p, Xo g X, offen. Insbesondere bildet sich jede irreduzible Komponente
dominant auf X, ab. Sei X3 eine nicht leere, offene Teilmenge von X,/P,, iiber der
q irreduzible Fasern hat. Dann liegt iiber X3 nur eine Komponente und es folgt die

Behauptung. O

2. Existenz B-semiinvarianter Schnitte

Die im Satz gemachte Voraussetzung der Existenz eines amplen G-Geradenbiindels ist
wegen folgender Resultate von Sumihiro [Su] (s. auch [KKLV]) keine schwerwiegende Ein-

schrinkung vor allem, weil wir in dieser Arbeit nur an lokalen Resultaten interessiert sind:

2.1. Satz. Sei X eine normale G-Variett.
1. Jede Bahn besitzt eine G-stabile quasiprojektive offene Umgebung.
2. Ser X quasiprojektiv. Dann gibt es ein amples G-Geradenbiindel auf X, d.h. X ldfst

sich dquivariant in einen projektiven Raum einbetten.

Die nichsten Satze dienen der Anwendbarkeit des lokalen Struktursatzes. In erster

Linie geht es um die Konstruktion B-semiinvarianter Schnitte. Zunéchst eine affine Version:

2.2. Satz. Sei X ein affines G-Schema, und Y C X ein G-stabiles, abgeschlossenes
Unterschema.
1. Falls k[X] endlich erzeugt ist, so ist auch k[X|Y endlich erzeugt.
2. Fiir jedes f € k[Y]V gibt es ¢ = p~ und f € k[ XV mit fly = f9.
3. Fir jedes f € k[Y]B) gibt es ¢ = pN und f € k[X]B) mit f|y = f9. Es gilt X7 = X?v-
4. Sei A die kleinste G-stabile Unteralgebra von k[X], die k[ XV enthdlt. Dann ist k[X]

eine ganze FErweiterung von A.

— —

Beweis: Fiir 1. und 2. siehe [Grl]. Da B/U ein Torus und damit linear reduktiv ist, folgt
3. unmittelbar aus 2. Behauptung 4 ist [Gr2] Thm. 5. O

Die Variante fiir quasiprojektive Varietéten:

2.3. Korollar. Sei X eine G-Varietit, L ein amples G-Geradenbiindel auf X, Y C X

eine G-stabile, abgeschlossene Teilmenge, und o ein B-semiinvarianter Schnitt von L]y .
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Dann gibt es N > 0 mit der Figenschaft, daf$ sich o™ zu einem B-semiinvarianten Schnitt

von LN fortsetzen lifst.

Beweis: Durch Ersetzen von £ durch eine geniigend hohe Potenz koénnen wir erreichen,
dafl resy : HY(X, L) — HO(Y, Li|y) fiir alle i € N surjektiv ist. Nun folgt die Behauptung

aus dem vorhergehenden Satz fiir

Spec @ HO(Y, L']y) € Spec P HO(X, L7).
i=0 i=0 ]

Wir untersuchen nun die parabolischen Untergruppen P = G 4.

Definition: Sei X eine G-Varietdt. Dann sei P(X) (bzw. S(X)) die grofite Untergruppe
H C G mit Hx = Bz (bzw. Hx = Ux) fiir alle z aus einer nicht leeren, offenen Teilmenge
von X. Weiter sei P,(X) := P(X),.

Offenbar ist P(X) parabolisch und S(X) horosphérisch, d.h. enthélt U. Beides sind

wichtige Invarianten von X.

Beispiel: Sei P C G parabolisch und X = G/P. Dann ist P(X) konjugiert zu einer P
gegeniiberliegenden parabolischen Untergruppe und S(X) = P(X).

2.4. Lemma. Sei L ein amples G-Geradenbiindel auf einer G-Varietit X. FEs gelte,
daf$ jeder B-semiinvariante Schnitt von jeder Potenz L' (i > 0) schon G-semiinvariant
ist. Dann operiert die Kommutatorunterguppe G’ von G trivial auf X. Insbesondere ist
P(X)=0G.

Beweis: Wir kénnen annehmen, dafi X projektiv ist. Sei A := 3" H°(X, £"). Dann ist
X = Spec A der affine Kegel iiber X. Nach Voraussetzung sind alle B-Eigenvektoren in
A schon Eigenvektoren von G. Es folgt, dal G’ trivial auf AY und damit auch trivial auf
k[G - AY] operiert. Nach [Gr2] Thm. 5 ist A ganz iiber k[G - AY]. Also operiert G’ trivial
auf A und damit auch auf X und X. O

Wir haben nun folgende Charakterisierung von P(X):

2.5. Satz. Sei X eine G-Varietit und L ein G-Geradenbiindel auf X .
1. Firo € HO(X,L£)B) gilt P(X) C Gyy.
2. Sei £ ample. Dann gibt es ein N >0 und ein o € HO(X, LN)P) mit G,y = P(X).

Beweis: 1. Der Divisor D := {0 =0} = X\ X, C X ist B-stabil. Angenommen, D ist nicht
P(X)-stabil. Dann ist P(X)D dicht in X, d.h. die generische P(X)-Bahn trifft D. Diese
ist aber gleich der generischen B-Bahn. Widerspruch! Also ist D stabil unter P(X), und
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f(g,x) := (09/0)(x) ist eine invertierbare Funktion auf P(X) x X. Nach [KKV] Prop. 1.1
gibt es dann invertierbare Funktionen f’, f” auf P(X) bzw. X mit f(g,z) = f'(g)f"(x) fur
alle g, z. Wegen 1 = f(1,z) = f/'(1)f"(x) ist f unabhéngig von 2 und damit P(X) C G ).

2. Sei nun £ ample. Angenommen, jedes o € H°(X, £*)(P) ist G-semiinvariant. Dann
gilt nach obigem Lemma P(X) = G und wir kénnen o beliebig wéhlen.

Andernfalls wihlen wir og mit P := G, # G. Per Induktion nach dim G gibt es
auf X, /P, eine reguldre Funktion f mit L sy = P(X,,) € L := P/P,. Wir konnen f
als P,-invariante Funktion auf X, auffassen. Wahle nun j > 0 so grof}, daf o := fag ein

Schnitt von £% ist. Dann sind die generischen Bahnen von G,y und B auf X,,/P, und
damit auf X dieselben, d.h. G5y C P(X). O

2.6. Korollar. Set X — Y ein dominanter, G-dquivarianter Morphismus, oder sei Y C
X eine G-stabile Untervarietit. Dann ist P(X) C P(Y).

Beweis: Der erste Fall folgt unmittelbar aus der Definition, der zweite aus Satz 2.5 und
Korollar 2.3. 0

2.7. Korollar. Fiir eine G-Varietit X sind dquivalent:

1. Die Kommutatoruntergruppe von G operiert trivial auf X .
2. P(X)=QG.

2.8. Satz. Seien X, L und o wie in Satz 2.5.2. Dann gilt:
1. Die Kommutatoruntergruppe von P(X) operiert trivial auf X, /Py (X).
2. Fir alle v € X, gilt P,(X)x = Uz = S(X)x, sowie P(X)x = Bx. Insbesondere ist
X, /Pu(X) auch der Quotient nach U und nach S(X).
3. Der Kern der Wirkung von P(X) auf X,/P,(X) ist S(X).

Beweis: a) Die reduktive Gruppe L := P(X)/P,(X) operiert auf Xy := X,/P, und die
generischen Bahnen von B und L auf X stimmen iiberein. 1. folgt nun aus Korollar 2.7.
b) Nach 1. operiert U trivial auf X, d.h. Uz = P,(X)x fiir alle z € X,. Auch wegen 1.
haben P(X) und B dieselben Bahnen auf X, /P,(X) und damit auf X,.

c) Sei K der Kern der Wirkung. Wegen b) ist K = S(X) N P(X). Wie im Beweis
von P(X) C G, zeigt man, daff die Zusammenhangskomponente der Eins S(X)° in
Gy = P(X) und damit in K liegt. Aus 1. folgt also P(X)" C S(X)°? C P(X). Es folgt
S(X)y = P,(X) und damit S(X) C Ng(P,(X)) = P(X). Dies zeigt 3. Da S(X) auch auf
X operiert, gilt die zweite Gleichheit in 2. O
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2.9. Korollar. S(X) ist normal in P(X) und der Quotient A(X) := P(X)/S(X) ist ein

Torus.
Wenn man o sorgfiltig genug wahlt, kann man folgendes erreichen:

2.10. Satz. Sei L ein amples Geradenbiindel auf einer G-Varietit X und Y C X eine
G-stabile abgeschlossene Untervarietit. Dann gibt es N > 0 und o € HO(X, LN)B) mit:
1. X, st affin.
2.Y,=YNX, #03.
3. Gy = P(Y).
4. Alle B-Bahnen in Y, sind abgeschlossen.

Beweis: Wir konnen annehmen, dafl X Untervarietit eines projektiven Raumes mit G-
Operation ist. Sei X der AbschluB und X := X \ X. Mit Korollar 2.3 angewendet auf
Y UOX C X erhilt man Ny > 1 und einen Schnitt oy € HO(X, ENl)(B), der auf 90X
nicht aber auf Y verschwindet. Mit Satz 2.5.2 und Korollar 2.3 erhélt man Ny > 0 und
oy € HO(X, £LN)B) mit G,,, = P(Y). Fiir 03 = 0102 sind dann schon Behauptungen 1.
bis 3. erfiillt.

Auf der affinen Varietdt Yy := Y,,/P,(Y) operiert nur noch der Torus A(Y) =
P(Y)/S(Y) (Satz 2.8). Sei Y1 C Y die abgeschlossene Teilmenge aller Punkte, deren
Standgruppe nicht trivial ist. Dann gibt es eine P(Y')-semiinvariante Funktion f # 0 auf
Yy, die auf Y7 verschwindet. Wir fassen diese auch als Funktion auf Y, auf. Nach Satz 2.2
158t sich f zu einer B-semiinvarianten Funktion f auf X, fortsetzen. Damit leistet faév 8
mit N3 > 0 das Gewiinschte. O

Als Korollar moéchte ich explizit vermerken:

2.11. Korollar. Sei X eine normale G-Varietdt undY C X eine G-stabile Untervarietdt.
Dann gibt es eine B-stabile offene affine Teilmenge Xg C X mit XoNY # @.

Beweis: Durch Verkleinern von X kann man erreichen (Satz 2.1), dafl man in der Situation
von Satz 2.10 ist. Aus Punkt 1 folgt dann die Behauptung. O

Definition: Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe, und X eine G-Varietdt. Dann
sei

dyg(X) := mi}r(lkodimx Hzx = Tr.grad k(X)" /k.
re

Die Kompliziertheit ¢(X) von X ist dg(X). Der Rang rg X von X ist dy(X) — dp(X).

In der Situation des lokalen Struktursatzes (Satz 1.2) gilt offenbar: Kompliziertheit
bzw. Rang von X (bzgl. G) und X, /P, (bzgl. P/P,)) gleich. Weiter gilt dim A(X) =rg X.
Aus Satz 2.8 folgt (vgl. [Pan] §1):
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2.12. Korollar. Es gilt
dim X = ¢(X) +rg X + dim P, (X).

Spéater benotigen wir noch:

2.13. Satz. Sei X eine G-Varietdt. Dann gibt es eine normale projektive G- Varietdt X
mit

1. E(X) und k(X) sind zueinander G-isomorph.
2. Fir jede G-stabile Untervarietit Y C X gilt P(Y)=P(X).

Beweis: Nach Satz 2.1 und Satz 2.5 konnen wir annehmen, dafl ein amples G-Gera-
denbiindel £ auf X und o € HO(X,£)®) mit G,y = P(X) existiert. Sei V C HO(X, L)
der von o aufgespannte G-Modul und V = VV. Nach Lemma 1.1.2 gibt es v € V(B7)
mit (o,v) # 0, und so da Z := G(v) die einzige abgeschlossene Bahn in P(V') ist. Nach
Punkt 3 dieses Lemmas gilt P(Z) = G o).

Sei nun X die Normalisierung des Abschlusses von Spec k(X) in X x P(V). Dann hat
X die behauptete Eigenschaft, dennsei Y C X eine abgeschlossene G-stabile Untervarietit.
Dann ist Z im Bild von Y in P(V') enthalten. Also gilt nach Korollar 2.6

3. Invariante Bewertungen

Zunachst mochte ich an die wichtigsten Eigenschaften von Bewertungen erinnern. Beweise
finden sich in [ZS] Chap. 4 und App. 2. Sei K eine endlich erzeugte Korpererweiterung
von k und A eine linear geordnete kommutative Gruppe. Eine A-Bewertung von K (iiber
k) ist eine Abbildung

v: K — AU{oco}

mit folgenden Eigenschaften

1. v(a) = 00 <= a =0,

2. v(a+b) > min{v(a),v(b)} fir alle a,b € K,

3. v(ab) = v(a) + v(b) fir alle a,b € K.

4. v(a) =0 fiir alle a € k*.
Dann ist O, := {a € K | v(a) > 0} der Bewertungsring von v. Er ist lokal mit maximalem
Ideal m, := {a € K | v(a) > 0} und Restklassenkérper k, := O, /m,. Zwei Bewertungen

heiflen dquivalent, wenn ihre Bewertungsringe iibereinstimmen. Die Wertegruppe von v ist
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A(v) :==v(K*) C A. Die Menge der A-Bewertungen von K werde mit V) (K) bezeichnet.
Sei o die triviale Bewertung mit o(K*) = 0.

Die wichtigsten numerischen Invarianten einer Bewertung v sind folgende:

Die Dimension dimwv := Tr.grad k, /k,

die Kodimension kodimv := Tr.grad K /k — dim v,

der Rang rgv := Krulldim O,,,

der rationale Rang rggv := dimg A(v) ® Q,

der Defekt* def v := kodimv — rgg v.

Alle diese Zahlen sind endlich und grofier oder gleich null (fiir den Defekt siehe [ZS] App. 2,
S. 334, Corollary). Der Rang ld8t sich allein aus A(v) ablesen: Er ist gleich der Anzahl
der echten isolierten Untergruppen, d.h. derjenigen Untergruppen A’ ; A(v) mit folgender
Eigenschaft: Ausa € A’; b€ A(v) und 0 < b < a folgt b € A'.

Es gilt rgv < 1ggv und rgv < 1 genau dann, wenn A(v) zu einer Untergruppe von R
(ordnungs-)isomorph ist. Im Falle def v = 0 ist &, /k eine endlich erzeugte Korpererweite-
rung und A(v) eine endlich erzeugte Gruppe.

Sei k C Ky C K ein Zwischenkorper. Dann ist die Einschrinkung vy := v|, wieder
eine Bewertung und es gibt kanonische Inklusionen k,,, C k,,, sowie A(vg) C A(v). Weiter-
hin sind die obigen Invarianten fiir vy kleiner oder gleich denen fiir v (fiir den Defekt siehe
[ZS] App. 2, S. 333, Lemma 1).

Sei X eine Varietdt mit Funktionenkorper K und v eine Bewertung von K. Das
Zentrum von v in X ist eine abgeschlossene Untervarietdt Y C X, so daf} fiir den lokalen
Ring (Oxy,mx,y) gilt: Oxy C O, und myxy C m,. Das Zentrum ist eindeutig, wenn es
existiert, und existiert genau dann fiir jedes v, wenn X vollstdndig ist. Falls X affin ist,
existiert das Zentrum genau dann, wenn v auf k[X] nicht negativ ist. In diesem Fall wird
das Zentrum durch das Primideal k[X] N m, definiert.

Betrachte nun eine zusammenhéngende algebraische Gruppe H und eine H-Varietét
X mit Funktionenkorper K := k(X). Das folgende Lemma erlaubt es, H-invariante Be-

wertungen zu konstruieren:

3.1. Lemma. Seiv € V(K).
1. Zu jedem f € K gibt es eine dichte offene Teilmenge Uy C H , so dafS die Abbildung
h— v(f") konstant auf Uy ist.
2. Sei v(f) dieser konstante Wert. Dann ist f — 9(f) eine H-invariante Bewertung.

3. Fir f € k[X] ist v(f) = minpeg v(f").

* Dies ist meine Bezeichnung. Der Defekt wird implizit in [ZS] App. 2 behandelt.
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Beweis: Fiir die ersten beiden Behauptungen siehe [Su| Sect. 4. Bei der dritten beachte
man, da der von f" (h € H) aufgespannte Raum W endlichdimensional und damit die
Teilrdume {w € W | v(w) > A} Zariski-abgeschlossen sind. O

Definition: Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Wir sagen A sei durch n teilbar, wenn die
Multiplikation mit n surjektiv ist. Wenn A durch jedes n > 1 teilbar ist, so heifit A teilbar.

3.2. Korollar. Sei X' — X ein dominanter, H-dquivarianter Morphismus. Weiter
sei A teilbar oder k(X')/k(X) rein transzendent. Dann ist die Einschrinkungsabbildung
VA(R(X'NHE — Va(k(X)H surjektiv.

Beweis: In beiden Féllen 148t sich jede A-Bewertung v von k(X)) zu einer A-Bewertung v’
von k(X") liften. Falls v invariant ist, so ist v/ aus Lemma 3.1 eine invariante Fortsetzung

von v. U
Folgendes Korollar ist sehr niitzlich:

3.3. Korollar. Sei L ein H-Geradenbiindel auf X und v eine H-invariante Bewertung

von K = k(X). Fiir alle o,n € H°(X, L) mit n # 0 und alle h € H gilt dann v(n~lo") =

v(n~lo).

Beweis: Sei K der Quotientenkdrper von @, H(X, L"), und Ko C K die Elemente vom

Grad null. Beachte Ky C K. Dann gibt es nach Korollar 3.2 eine H-invariante Bewertung

7 von K mit ¥|x, = v|x,. Damit folgt

o(n'o") = 5~ 1o") = <i(n) + B(e") = =3(n) + () = v(n o). 0

Sei nun wieder GG ein zusammenhéngende reduktive Gruppe.

3.4. Lemma. Sei L ein G-Geradenbiindel auf X. Sei f € K = k(X) und n ein B-
semiinvarianter rationaler Schnitt von L, so daff oo := fn € H°(X, L) reguldr ist. Fiir
n €N sei M" C HY(X, L") der Unterraum, der von allen n-fachen Produkten o3*...of"

mit g, € G aufgespannt wird. Dann gilt fiir alle G-invarianten Bewertungen v von K:
v(f) =min{2v(n o) |n=p",N € N,o € (M")B)}.

Beweis: Dafl v(f) nicht kleiner als die linke Seite ist, folgt aus Korollar 3.3. Noch zu zeigen
ist die Gleichheit. Betrachte dazu den nullteilerfreien, graduierten Ring R := @, -, M"
und K := Quot R. Wir haben K := I?degzo C K. Wibhle eine G-invariante Fortsetzung
v von v|g, auf K (Korollar 3.2). Mit A := 9(0g) definieren wir fiir jedes p = YonPn €R:

v'(p) := min{0(p,) — nA | n € N}.
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Dann ist v eine G-invariante Bewertung von R (siehe Satz 4.3), die so konstruiert ist, daf
sie auf R keine negativen Werte annimmt. Weiterhin gilt v/(og) = 0. Damit ist p := RNm,,
ein Primideal mit M ¢ p. Also existiert ein B-Eigenvektor p € M/(p N M) C R/p. Nach
Satz 2.2 angewendet auf Spec R/p C Spec R gibt es n = p" € N und ein o € (M")B) mit
o+ p = p". Insbesondere ist o & p, d.h. v'(¢) = 0. Also gilt

—n

7) = ~T0) + $7() = ~T(n) + 40/(0) + A =
=—0(n)+ 0 +70(c0) =v(n 'og) =v(f). 0

Lo(n

Definition: Fiir eine normale G-Varietéit X sei k(X)p die Algebra aller rationalen Funk-
tionen, deren Polstellendivisor B-stabil ist. Weiterhin sei F(X) die Menge aller B-stabilen

Primdivisoren, die nicht G-stabil sind.

Offenbar gilt k(X)B) C k(X)p. Sei Xo C X offen und G-stabil. Weil jeder Divisor
D C X mit DN Xy = @ automatisch G-stabil ist, gilt k(Xo)p = k(X)p und F(Xo) =
F(X). Damit sieht man, daBl k(X )p und F(X) nur von k(X) und nicht von X selber

abhéngen.

3.5. Korollar. Sei vy eine G-invariante Bewertung von k(X). Dann gibt es zu jedem
fek(X)p einqg=p" und ' € k(X)B) mit:

vo(f') = vo(f9),

v(f) >wv(f?) fiir alle G-invarianten Bewertungen v von k(X),

vp(f)> vp(f9) fiir alle D € F(X).

Beweis: Wir konnen annehmen, daf8 X glatt ist. Sei Dy := ), vp(f)D, wobei die Summe
nur iiber alle B-stabilen Primdivisoren D zu erstrecken ist. Weiter sei 7 der kanonische
rationale Schnitt von £ := O(—Dy). Indem wir gegebenenfalls G durch eine endliche
Uberlagerung ersetzen, konnen wir annehmen, da8 G auf £ operiert (vgl. [KKLV]). Wegen
f € Kp ist fn ein reguldrer Schnitt von £. Daher ist Lemma 3.4 anwendbar, und wir
erhalten ein ¢ = p™¥ und o € HO(X, £9)B) | so daB f’ := ~ 90 folgende Eigenschaften hat:
a) Fiir jede G-invariante Bewertung v gilt v(f’) > v(f9).
b) Fiir vy gilt vo(f’) = vo(f9).
c) Fir D € F(X) gilt vp(f') =vp(n~%) > vp(n~%) = vp(f?) (nach Konstruktion von
n)- O
Fiir v € VA (K) sei v¥ 1= v|gv.

3.6. Korollar. Sei X eine G-Varietit und K = k(X). Dann ist die Einschrinkungs-
abbildung

resy 1 VA (K)¢ — VA(KY) 10— oY
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injektiv.
Beweis: Seien v # vg € VA (K )G. Da X eine affine B-stabile offene Teilmenge enthéalt
(Korollar 2.11), 148t sich jedes f € K als Quotient von zwei Elementen aus K p darstellen.

Daher gibt es f € Kp mit v1(f) # v2(f). Sei 0.B.d.A. v1(f) < v2(f). Dann gibt es nach
Korollar 3.5 ein ¢ = p™ und f’ € KB mit vy (f) = v1(f9) < va(f9) < va(f"). O

Die folgenden Sitze passen nicht ganz in den Flufl der Entwicklung, schliefen sich

jedoch unmittelbar an Korollar 3.5 an:

3.7. Korollar. Sei X eine normale G-Varietit, Y C X eine G-stabile Untervarietit und

v eine G-invariante Bewertung von k(X). Dann gilt fir den lokalen Ring (Ox y,mx,y)
von X inY:

W(Oxy) 2 0 <= v(0%3) >0

Sei v(Ox,y) > 0. Dann gilt
(B)

Beweis: Sei U(ngg,) > 0. Angenommen, das Zentrum Z von v in X enthélt Y nicht. Sei
dann Xy C X \ Z offen, affin, B-stabil mit Y Xo NY # @ (Korollar 2.11). Dann gibt es
f € k[Xo] mit v(f) < 0. Nach Korollar 3.5 gibt es f’ € k[Xo]®) mit v(f") = v(f9) < 0.
Widerspruch! Also gilt Y C Z.

Sei nun v(mgfg,) >0, aber Y G Z. Sei v’ eine G-invariante Bewertung, deren Zentrum
genau Y ist. Dann gibt es f € k[Xo| mit f|z # 0 und f|y =0, d.h. v(f) = 0, aber v/(f) >
0. Nach Korollar 3.5 gibt es f’ € k[Xo]®) mit v(f’) = v(f9) = 0 und v'(f') > v'(f7) > 0,
d.h. f € k[Xo]® Nm, € m{P},. Widerspruch! O

Definition: Sei X eine normale G-Varietidt und Y C X eine G-stabile Untervarietét.
Dann sei Dy (X) die Menge der B-stabilen Primdivisoren D C X mit Y C D. Wir setzen
By (X) :={vp € Vz(X)% | D € Dy(X) ist G-stabil}
Fy(X) := Dy (X) N F(X).
Der Sinn dieser Definition ist, Dy (X) durch Teilmengen von Objekten (némlich Vz(X)“
und F(X)) zu beschreiben, die nur von k(X) und nicht von X selber abhingen. Der

folgende Satz macht dann die Bedeutung G-invarianter Bewertung bei der Klassifikation

dquivarianter Einbettungen aus.

3.8. Satz. Sei X eine normale G-Varietdt und Y C X eine G-stabile Untervarietdt.
Dann ist der lokale Ring Ox y eindeutig durch das Paar (By (X), Fy (X)) bestimmt.
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Beweis: Sei Xy C X offen, affin, B-stabil mit XgNY # & und setze

A=Kgn (] Oun [ Oup.
veBy (X) DeFy (X)

Dann gilt k[X] € A C Ox,y und AB) = ngg,. Insbesondere ist Ox y die Lokalisierung
von A inp = ANmx y. Nach Korollar 3.7 ist p die Vereinigung aller A N'm,, wobei v alle

G-invarianten Bewertungen mit v(A(5)) > 0 durchliuft. O
Wir fahren nun mit der Untersuchung der Abbildung v +— vV fort.

3.9. Satz. Sei X eine G-Varietit und v € Vp(k(X)).
1. Die Kodimension, der Rang, der rationale Rang bzw. der Defekt von v und vU sind
gleich, sowie dimv = dim oY + dim P, (X).
2. ky ist als Korper endlich erzeugt tber kyuv. Der Transzendenzgrad ist dim P, (X).
3. A(v)/A(vY) ist eine endliche kommutative p-Gruppe. Ihre Ordnung ist unabhdngig

von A und v nach oben beschrinkt.

Beweis: Sei P = P(X). Wir kénnen X durch X aus Satz 2.13 ersetzen, d.h. X sei normal
und projektiv, und fiir jede G-Untervarietit Y gilt P(Y) = P. Sei Y das Zentrum von
v in X. Nach den Resultaten des ersten Abschnitts gibt es eine P-stabile offene affine
Teilmenge Xo C X mit Xg NY # &, so daB der Bahnenraum W := Xy/P, = Xo/U
existiert. Weiter gibt es Z C X, so dal Z x P, — Xy und Z — W eigentlich sind.

Sei )?0 := Z x P,. Durch Ersetzen von A durch A ® Q konnen wir annehmen, dafl
A divisibel ist. Nach Korollar 3.2 148t sich dann v zu einer P,-invarianten Bewertung
o von k(X,) fortsetzen. Sei v’ die Einschrinkung von o auf k[Z] = k[Xo]P. Dies ist
eine Fortsetzung von vY. Bei algebraischen Erweiterungen #ndern sich die Parameter
dim, ..., def nicht.

Nach Konstruktion hat v ein Zentrum in X und ist damit nicht negativ auf k[X].
Dasselbe gilt dann fiir 7 auf k[X,]. Daher wird ¥ eindeutig durch die Ideale Iy := {f €
k[Xo] | 5(f) = A} (A > A > 0) bestimmt. Diese sind P,-invariant, und damit von der Form
Iy @ k[P, mit Jy = IxNk[Z] = {f € k[Z] | v'(f) > A}. Es folgt k>~ = Quot (ko @k k[P,])
und A(v) = A(v'). Damit folgt 1., 2., und dal A(v)/A(vY) eine endliche Gruppe ist.
Daf3 sie eine p-Gruppe ist, folgt aus Lemma 3.4. Thre Ordnung ist beschrankt durch den
Grad von )?0 — Xp. Aus der Quasikompaktheit der Zariskitopologie folgt, dafl man
endlich viele solcher offenen Mengen X finden kann, so dafl jede G-stabile abgeschlossene
Untervarietéit eine dieser Mengen trifft. Damit ist die Ordnung nur abhéngig von X (und
der G-Operation darauf) beschréinkt. O
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4. Homogene Bewertungen

Im vorangehenden Abschnitt haben wir bewiesen, dafl eine G-invariante Bewertung von
K = k(X) schon durch ihre Einschrinkung auf KV bestimmt ist. Diese eingeschrinkte
Bewertung ist dann 7" = B/U-invariant. Daher untersuchen wir nun Bewertungen, die

unter einem Torus invariant sind. Setze

L(X):={x; € X(B) | f e KP}.

Nach Satz 2.8 ist I'(X) € X(A(X)) und der Quotient ist eine p-Gruppe. Es gibt eine kurze

exakte Sequenz
1 — (KB — KB L 1(X) — 1.

Aus Korollar 2.11 angewendet auf Y = X folgt, daB KY von K®) erzeugt wird. Fiir
v e T'(X) sei

Ky={f e K® | x; =~}u{o}.
Dann ist K := @’yef(X) K., ein graduierter Ring mit Quot X = KY und Ky = KB. Fiir
feKund v € I'(X) sei f, die y-Komponente.
4.1. Lemma. Sei X eine G-Varietit mit K = k(X). Eine Bewertung v von KV ist

genau dann T-invariant, wenn fir alle f € IC gilt:

v(f) = min v(fy)-

Beweis: ,<=“: ftrivial. ,=% Fir f € K sei m(f) := min,v(f,) und S(f) = {y €
I'X) | v(fy) = m(f)}. Wir zeigen v(f) = m(f) durch Induktion nach |S(f)|: Fiir
|S(f)| = 1 ist dies klar. Sei nun [S(f)| > 1 und wéhle ¢t € T, so dal die Werte ()
mit v € S(f) nicht alle gleich sind. Fiir ein 79 € S(f) sei f := f — v (t)"!f*. Dann
gilt m(f) = m(f) und |S(f)| < |S(f)], also nach Induktionsannahme v(f) = m(f). Mit

m(f) <v(f) = min{v(f),v(f)} < v(f) = m(f) folgt die Behauptung. O

4.2. Korollar. Die Einschrinkung VA(KY)T — Hom(KP) A) ist injektiv.

Als nichstes untersuchen wir, was bei der Einschrinkung von KY auf K? passiert.
Dafiir setzen wir Hy = Ha(X) := Hom(I'(X), A).

4.3. Satz. Fir ¢ € Ha und v € Vp(KY)7

prv:K— AU{oc}:  fr min (o(y) +v(fy).
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Dann definiert dies eine freie H-Operation auf Va(KY)T, und die Bahnen sind genau die

Fasern der Einschrdinkungsabbildung
VA(KDT — VA(KB): v v|ks.

Beweis: Seien v,v" € Vpo(KY)T mit v|gs = v'|gs. Dann ist ¢ : f — o'(f) — v(f) ein
Homomorphismus von KB /KB* = T'(X) nach A und es gilt v/ = ¢ * v. Damit folgen
alle Behauptungen, wenn wir nur zeigen, dafl ¢ * v tatsichlich eine Bewertung ist.

Sei © = ¢ * v. Das einzige Problem ist eigentlich nur, die Produktregel o(ff) =

o(f) + v(f) nachzuweisen. Zunéchst gilt

0 F) = min{em) +o( > f15)} >

Y+Y=n
> min {e(v+7) +o(fy f5)} =0(f) +0(f).

Sei S(f) :={y e I'(X) | v(f,) = v(f)}. Fithre auf I'(X) eine additive Totalordnung

ein und setze damit 9 = max S(f), 7, = max S(f) und n = v9 + 7. Fir 7,7 € I' mit
v+ 7 = n gilt dann

v(fyf5) — U(fvofao) =0(fyf5) - 5(fvofa0) > 0,

und aus ,,= 0“ folgt v = v0, ¥ = 7,. Also:

W) <o) +o( Y frf5) = o) +o(fr) +o(f5,) = 0(f) +0(f).

Y+y=n .

Beispiel: Sei G = T ein Torus und X = T mit der Operation durch Translation. Dann
ist K2 =k und damit Hom (X (T),A) = VA (k(T))T : o p*o.

Bemerkung: Der obige Satz ist allgemeiner fiir homogene Bewertungen von graduierten
Algebren giiltig. Genauer gesagt, kann I'( X)) eine beliebige torsionsfreie abelsche Gruppe
I' und K eine I'-graduierte Algebra mit Quotientenkoérper KV sein. Eine Bewertung heifit

homogen, wenn die Formel aus Lemma 4.1 gilt.

Als nichstes untersuchen wir das Verhalten der verschieden Invarianten einer Bewer-

tung bei Einschrinkung auf KZ.

4.4. Satz. Sei X eine G-Varietit mit K = k(X) und seiv € V5 (K)%, sowie vB := v|gs.
Setze
A(v) :=rgv —rgv?; Ag(v) = rng—rngB
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Dann gilt

1. ky st als Korper endlich erzeugt iiber k.5, und es gilt:
Tr.grad k,/k,z =1g X + dim P, (X) — Ag(v)

2. AN(v)/A(vPB) ist eine endlich erzeugte kommutative Gruppe. Ihr Rang ist Ag(v).
3. Es gilt

0 < A@) < Ag(v) < g X.

dimv = dimv? + dim P, (X) + rg X — Ag(v),

kodim v = kodim vB + Ag(v),

def v = def v5.

Beweis: Da die abelsche Gruppe I' := I'(X) frei ist, konnen wir fir K(B)—I" := I'(X)
einen Schnitt v — e? € K(B) finden. Damit kénnen wir K (B) mit K2 x T und K mit dem

Gruppenring K B[I'] identifizieren. Mit
o: ' = A:vy—uw(e)
gilt dann fiir jedes f =3 fe7 € KB[I):

v(f) = minv{UB(fv) + o)}

Jedes fo € KV 148t sich als Quotient f/f’ mit f, f/ € K und v(f’) = 0 schreiben.
Daraus folgt, daf§ k,v der Quotientenkérper von IC, := (KN O,)/(K Nm,) ist. Dabei
wird X N O, (bzw. K N'm,) von allen fe¥ mit f € K und vB(f) + o(y) > 0 (bzw.
> 0) aufgespannt. Sei nun Ty := {v € T' | p(y) € A(v®)}. Da dies eine freie abelsche
Gruppe ist, gibt es einen Homomorphismus 1 : T'g — (KB)* mit v(y(y)) = —p(y) fiir
alle v € Tg. Dies liefert einen Isomorphismus k,z[T¢] — K, : fe¥ — fi(y)e?. Aus
[/To = A(wY)/A(vP) und Satz 3.9 folgen dann alle Behauptungen bis auf die Ungleichung
A(X) < Ag(X). Diese ist eine Aussage iiber angeordnete Gruppen und lé8t sich leicht

durch Induktion nach rgv¥ beweisen. O

4.5. Korollar. Sei X eine G-Varietit und v € V5 (k(X))Y. Die Wertegruppe (bzw. der
Restklassenkorper) von v ist genau dann endlich erzeugt (tiber k), wenn dies fiir v2 zutrifft.
Definition: Eine Bewertung v mit kodimv < 1 heif3t geometrisch.

Bemerkung: a) Fiir eine nichttriviale geometrische Bewertung v gilt automatisch A(v) =

Z und k, ist als Koérper endlich erzeugt iiber k£ mit dem Transzendenzgrad dim X — 1.
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b) Sei X normal und D C X ein Primdivisor. Dann ist der lokale Ring Ox p ein Be-
wertungsring zu genau einer Z-Bewertung vp mit A(vp) = Z. Diese Bewertung ist geo-
metrisch. Umgekehrt ist jede nichttriviale geometrische Bewertung &quivalent zu einem
vp fiir eine geeignete Varietdt X mit k(X) = K und einem Primdivisor D C X. Falls v
invariant ist, so werden wir spéter sehen (Korollar 7.2), dafl man fiir X eine G-Varietéit

und D einen G-stabilen Divisor wahlen kann.

4.6. Korollar. Sei X eine G-Varietit mit ¢(X) < 1. Dann ist jede G-invariante Q-

Bewertung geometrisch.

5. Der Konvexititssatz

Wir diskutieren nun das Bild von Vi (K)% in V5 (KY)T.

5.1. Satz. Sei L ein amples G-Geradenbiindel auf einer G-Varietit X und sei A C K =
k(X) die von allen rationalen Funktionen o~'o9 mit g € G, n>1 und o € H°(X, L")P)

erzeugte Unteralgebra. Sei A durch p teilbar. Dann ist
res Vi (K)9 = {v/ € VA(KY)T | v/ (AP)) > 0}.

Beweis: ,C“ folgt aus Korollar 3.3. Wir zeigen ,2%. Sei dazu Q,, := H°(X, L") und
Q =P, ey Qn- Fiir v’ € VA(KY)T mit v'(AY) > 0 sei R C K die Unteralgebra erzeugt
von

e geGneNonc QSLB) mit v'(np" o) > 0}.

Wir zeigen zuerst v'(RY) > 0. Fiir ein o € Q®) bezeichne [0] den von o aufgespannten

G-Modul. Dann ist R Vereinigung von Rdumen der Form
M = Z(n;ﬂau,ﬂ) E (m_,l,,[ffu,sy])

mit 7y, 00, € Qg’)u und v’ (77; }LJ%“) > 0. Durch Hinzufiigen von Faktoren der Form

My, Plb [Mv,,) kann man annehmen, daf8 die Nenner unabhéngig von v sind, d.h.
M=(...n) "M mit M= Z[ayil] o Jous]
v=1

und mit v’ (7, o,,,) > 0.
Seinun o € MY und f = (1 ...ms)"tog € MY. Satz 2.2 hat folgende (wohlbekannte)

Konsequenz: Sei V' — W ein surjektiver Homomorphismus zwischen G-Moduln und w €
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WVY. Dann koénnen wir w als (lineare) Funktion auf WY C VV auffassen. Also gibt es ein
q=7p" und v € SYV)Y, so daB v auf w? € S9(W) abgebildet wird. Wenden wir diese
Uberlegung auf W = M = (>,.-)und V = (€, ...) an, so erhalten wir ein Element aus

r U

s Bloval. - [ovsl)

v=1

das auf of abgebildet wird. Es folgt, dafl f¢ Summe von Elementen aus Réumen folgender

Form ist:

(71 Tg) (1] [5s]) T € (3715) - (77 54s) AV

Also gilt v'(RY) > 0.

Fiir das Ideal I C R, das von Elementen der Form n~!'¢9 mit g € G und 0,7 € Q%B)
mit v’ (n~1o) > 0 erzeugt wird, folgt genauso v'(IV) > 0. Insbesondere gilt I # R. Daher
gibt es eine Bewertung v von K := Quot Q mit v(R) > 0 und v(I) > 0 ([ZS], Ch. VI, §4,
Thm. 4). Die Wertegruppe A(v) hat allerdings a priori keine Beziehung zu A(v’).

Die Bewertung v braucht nicht G-invariant zu sein. Sei daher v die nach Lemma 3.1
zugeordnete invariante Bewertung. Fiir jedes o € Q%B) und g € G gilt 07109 € ACR
und damit v(c9) > v(o). Nach Lemma 3.1.3 stimmen daher ¢ und v auf K (?) iiberein.

Sei f € K(B). Dann gilt nach Konstruktion

V() 20=feR=10(f)=v(f) 20,
V(f)<0=0(fH)>0=ftel=v(f)=v(f)<O0.

Also ist ¥|gv &dquivalent zu v’, d.h. 9|k ist eine invariante Fortsetzung von v’. Nach
Satz 3.9 sind die Wertegruppen A(9|x) und A(v") bis auf p-Torsion zueinander isomorph.
Wegen der p-Teilbarkeit von A induziert dann A(v’) < A eindeutig einen Homomorphismus

A(?|k) — A. Damit wird 9|k zu einer A-Bewertung. O

Der vorangehende Satz ist in der Praxis untauglich, um die Menge der invarianten
Bewertungen effektiv zu bestimmen. Er liefert aber wichtige qualitative Resultate. Zu
ihrer Formulierung ist es zweckméBig folgende Bezeichnungen einzufiihren.

Wir wihlen eine feste Bewertung vy von K 2. Wichtig ist dabei nur die Aquiva-
lenzklasse von v, d.h. der Ring O,,. Damit setzen wir Q,,(K) := KB /OX. Wegen

O C (KP)* erhalten wir folgende kurze exakte Sequenz:

0 — Avg) — Qy(K) — T'(K) — 0.
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Weiter sei

VIY(K) :={v € VA(K) | Oy, C O,}.
Einschrinken induziert eine Abbildung

Vi (K)© — Hom(Qu, (K), A),

die nach Korollar 3.6 injektiv ist. Wir fassen ab jetzt die linke Menge als Teilmenge der

rechten auf. Insbesondere ist
VUK ={p: Qu(K) = A | o(A(vo)*) > 0}.

Besonders wichtig ist der Fall vy = o. In diesem Fall ist Q,(K) = I'(K) und V{(KY)T =
Ha(K) = Hom(I'(K), A).

Definition: Eine G-invariante Bewertung v von K mit v? = o heifit zentral. Wir fassen
die Menge Z4(K) := V{(K)Y der zentralen A-Bewertungen als Teilmenge der Gruppe
HA(K ) auf.

Also ist Va(K)Y die Vereinigung aller V}° (K )Y, wobei vy alle Aquivalenzklassen von
Bewertungen von K2 durchliuft, und jede dieser Mengen enthiilt Z,(K). Daher kommt
der Name ,zentral“. Wir werden spéter (Satz 7.3) sehen, dafl der Begriff einer zentralen
Bewertung folgende geometrische Bedeutung hat: Sei D C X ein Primdivisor. Dann ist die
zugehorige Bewertung vp genau dann zentral, wenn D die hochstmogliche Kompliziertheit
hat, d.h. wenn ¢(D) = ¢(X) ist.

Sei nun

Cv) = {f € 0, (K)

v(f) > 0 fiir alle invarianten Bewer-
tungen v von K mit O,, C O,

Man beachte, dal C(vg) nicht von A abhéingt. Offenbar ist A(vg)*t C C(vg). Damit haben

WIT':

5.2. Korollar. Sei A durch p teilbar und vy eine Bewertung von K. Dann gilt:
1. V{°(K)Y = {v € Hom(Q,,(K), A) | v(C(vg)) > 0}.
2. ZA(K) * VA(K)% = VA(K)C.
3. Vi°(K)Y C Hom(Q,, (K),R) ist ein abgeschlossener, konvezer Kegel.
4. Sei

C :={p € Hom(X(T),R) | p(a) <0 fiir alle positiven Wurzeln o}.
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Dann enthdlt Zg(K) das Bild von C' in Hg(K). Insbesondere hat Zr(K) ein nicht-
leeres Inneres und ist der Abschluf$ von Zg(K).

Beweis: Zu 1. Die Inklusion ,,C* ist trivial. Sei nun v € V{°(KY)? mit v(C(vg)) > 0, und
sei A(vg) das Bild von AP) in Q, (K). Aus Satz 5.1 folgt A(vg) C C(vp) und damit auch
die G-Invarianz von v.

Zu 2. und 3. Nach 1. wird V;°(K)% durch lineare Ungleichungen definiert.

Zu 4. Die Algebra A wird von Riumen der Form o~ ![o] aufgespannt, in denen alle

Gewichte Summe von negativen Wurzeln sind. Dies zeigt die Behauptung. O

6. Ein Endlichkeitssatz

Hauptziel dieses Abschnittes ist es, folgenden Satz zu beweisen:

6.1. Satz. Sei X eine G-Varietit mit Funktionenkérper K und vy eine geometrische

Bewertung von KB. Dann ist C(vo) ein endlich erzeugtes Monoid.

Zum Beweis des Satzes brauchen wir mehrere Lemmata. Sei D,,(X) die Menge aller
B-stabilen Primdivisoren D C X mit O,, C Ox p.

6.2. Lemma. D, (X) ist endlich.

Beweis: Sei X' C X eine offene, dichte, B-stabile Teilmenge, so dafl der Bahnenraum
X'/B existiert. Dann ist D € D, (X) entweder eine irreduzible Komponente von X \ X’
oder das Urbild des Zentrums von vy in X’/B. O

6.3. Lemma. Fs gibt eine normale, projektive G-Varietdt X mit k(f() = K, so daf$ fir
jedes v € Vi°(K)C mit Zentrum Z C X gilt:

a) Jedes D € D, (X) mit Z C D ist G-invariant.

b) O, C (92 P

Beweis: Sei zunéchst X irgendeine projektive G-Varietdt mit k£(X;) = K und mit einem
amplen G-Geradenbiindel £. Die Menge F(vo) := D,,,(X1) N F(K) der nicht G-stabilen
Elemente von D, (X;) ist endlich. Also existiert ein Schnitt € H°(X;, £)®), der auf
allen D € F(vg) verschwindet. Sei M der von n erzeugte G-Modul. Es sei noch bemerkt,
daBl F(vg) nur von K nicht aber vom Modell X; abhingt.

Da vy geometrisch ist, gibt es Funktionen f4,..., fs € O,,, so da§ O,,, die Lokalisie-
rung von Sp := k[f1, ..., fs] am Primideal m,, N Sy ist. Wihle weiter oo € HO(X, £7)(B),

so da8 o, := f,00 ein regulirer Schnitt ist. Sei M der von oy, ..., o, erzeugte G-Modul.
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Wir definieren nun X als die Normalisierung des Abschlusses des Bildes von Spec K
in X; x P(MV) x P(Mv). Weiterhin setzen wir Xo := {z € X | oo(x) # 0,n(z) # 0}.
Dies ist ein affine Teilmenge von X.

Sei nun v € V}°(K)% mit Zentrum Z C X. Nach Korollar 3.3 ist v(oy ' M) > 0, sowie
v(n~tM) > 0. Es folgt v(k[Xo]) > 0 und damit Z N X, # @. Nach Konstruktion von 7 ist
aber DN X, = & fiir alle D € F(vg). Daraus folgt a).

Nach Konstruktion ist 148t sich jedes f € O,, als hq/hg mit hy, he € Sy und vo(hg) =0
darstellen. Insbesondere gilt v(hy) = 0. Aus f; = o5 lo; € k[Xo] C 0% , folgt damit
hi,hs € O;}Z mit hy & mg o, Daraus folgt b). O

Der Satz folgt nun aus dem folgenden Lemma zusammen mit dem Gordanschen

Lemma.

6.4. Lemma. Sei X wie im vorhergehenden Lemma und D C D,, ()?) die Menge aller

G-stabilen Elemente. Dann ist
C(vg) ={f € Qu,(K) | vp(f) > 0 fiir alle D € D}.

Beweis: Fiir D € D ist vp € V;°(K). Damit folgt die Inklusion ,C* aus der Definition
von C(vp).

Fiir die umgekehrte Inklusion sei v € V{°(K)¥ und Z das Zentrum von v in X.
Sei f € KB mit vp(f) > 0 fiir alle D € D. Wir miissen v(f) > 0 zeigen. Sei dazu
Dy eine Komponente des Polstellendivisors von f mit Z C Dy. Aus Lemma 6.3b) folgt
Oy, € O;}Z C O?,DO und damit Dy € D,, (f() Aus Teil a) folgt dann sogar Dy € D und
damit vp,(f) > 0 im Widerspruch zur Wahl von Dy. Also ist Z nicht im Polstellendivisor
von [ enthalten, d.h. f € O)?’Z C O, und damit v(f) > 0. O

6.5. Korollar. Sei vy eine geometrische Bewertung von KP. Dann ist
V' (K)¢ € Hom(Q,, (K), Q)
ein endlich erzeugter, konvexer Kegel mit nicht leerem Inneren. Insbesondere trifft dies

auf die Menge der zentralen Bewertungen Zq(K) C Ho(K) zu. Fir vg # o bildet Zg(K)

eine Kodimension-1-Seite von Vg (K)“.

Beweis: Dies folgt mit Satz 6.1 aus Korollar 5.2. O
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7. Vergleichssitze

In diesem Abschnitt vergleichen wir Eigenschaften von K mit denen des Restklassenkorpers

k, einer invarianten Bewertung v.

7.1. Lemma. Sei X eine G-Varietit, v eine invariante Bewertung von k(X) und seien
fis..os fs € Oy. Dann gibt es eine normale, projektive G-Varietit X mit k()?) = k(X)

und f1,..., fs € Of ,, wobei Z das Zentrum von v in X ist.

Beweis: O.B.d.A. sei X projektiv und besitze ein amples G-Geradenbiindel £ mit einem

Schnitt og, so dafl die g; := f;00 regulér sind. Sei dann M der von oy, ..., s aufgespannte
G-Modul und X die Normalisierung des Abschlusses von Spec K in X x P(MV). Nach
Korollar 3.3 ist v(og ' M) >0, d.h. ZN X(0g) # @ und f; € k[X (00)] C Oz - O

7.2. Korollar. Sei v # o eine invariante geometrische Bewertung. Dann gibt es eine
normale G-Varietit X mit k:()z) = K und einen G-stabilen Primdivisor D C X, so dafs v

zu vp dquivalent ist.

Beweis: Wende obiges Lemma auf Funktionen fi,..., fs € O, an, deren Restklassen k,

erzeugen. O

7.3. Satz. Sei X eine G-Varietdt und v eine invariante Bewertung von k(X). Dann gilt:
1. kY (bzw. kB) ist eine rein inseparable Erweiterung von k,u (bzw. kys).
2. Die Kompliziertheit von k., ist gleich dimv® = ¢(X) — kodim v5.

3. Der Rang von k, ist gleich rg X — Ag(v).

Beweis: Sei f € kY und f; € O, mit Restklasse f. Seien X und Z wie in Lemma 7.1
(mit s = 1), und f; := fi1|z. Nach Konstruktion gilt f; € k(Z)V. Mit Satz 2.2 sieht man
leicht, daB es ein ¢ = p~ gibt, so daf sich f? zu einem f € O}% p fortsetzen 1af8t. Aus
]_fq = fmodm, folgt 1. fiir U-Invarianten. Die Aussage fiir k5 be\;veist man genauso. Die

Punkte 2 und 3 ergeben sich aus dem ersten durch eine leichte Rechnung. O

Satz 6.1 liefert Vergleichssitze zwischen der Menge der Bewertungen von X und ge-
wissen Untervarietéiten. Seien dazu A’ und A” zwei geordnete abelsche Gruppen, und
A := AN @ A” versehen mit der lexikographischen Ordnung. Eine A-Bewertung v von K
ist dann ein Paar (v',v”), wobei v eine A’-Bewertung von K ist, und v" : K — A” U {co}
folgende Eigenschaft hat: Fiir alle f,g € K gilt

Lv'(f) > (9) = 0"(f +9) =v"(9)
2.0'(f) =v'(9) = v"(f + g) > min(v"(f),v"(g))
30" (fg) = "() +0"(g)
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Dies 1a8it sich folgendermafien umformulieren: Fiir X € A’ sei K>y := {f € K | V/(f) >
M\'}. Entsprechend sei K~y :={f € K |v'(f) > X}, und

NU/K = Quot @ KZN/K>>\"
A e
Dies ist der Korper der rationalen Funktionen auf dem Normalenbiindel von K in v’. Damit

definieren wir

D: Ny K — N U{oo}: f= ;J_cx = )\Y{lel}\l, V" (fx)-
Dann ist © eine wohldefinierte homogene A”-Bewertung von N,/ K (siehe Bemerkung nach
Satz 4.3). Dies bedeutet: Eine A-Bewertung v ist dasselbe wie eine A’-Bewertung v’ von
K und eine homogene A”-Bewertung v des Normalenbiindels N, K. Wie die homoge-
nen Bewertungen von N, K mit denen des Restklassenkorpers k, zusammenhéngen siehe
Satz 4.3.

Der néchste Satz vergleicht invariante Bewertungen von K und k,, wenn v zentral ist.

7.4. Satz. Sei X eine G-Varietdt, v eine zentrale Bewertung von K = k(X) und K :=
N,K. Weiter sei vy eine geometrische Bewertung von KB.
1. Es gibt kanonische véllig inseparable Einbettungen KB — kP und KV — &Y. Dabei
wird f € KB) aquf f + Ko u(5) € Ksy(f)/Kso(y) abgebildet.
2. Jede G-invariante Bewertung von K ist homogen.
3. Sei A durch p teilbar. Wenn man die A-Bewertung von KV mit denen von KV

identifiziert, gilt
V(K = H, + Vi (K)C.

Dabei bezeichne H, C Ha(K) die Menge aller Homomorphismen I'(K) — A, die
durch v : T'(K) — A(v) faktorisieren.

4. Es gibt eine kurze exakte Sequenz
0 — H, — Hom(Q,,(K),A) — Hom(Q,,(k,),A) — 0,

und Vy° (k,)€ ist das Bild von V}°(K)¢.

5. Konkret heift dies fir A = Q: Die Menge Vg’ (K)C ist der von Vo' (K)% und —v aufge-
spannte konvexe Kegel, und V&O(k’v)G ist das Bild von Vg (K)C in Hom(Q,, (ky), Q) =
Hom(Q,, (K), Q)/Qv.

B

Beweis: 1. Sei R C KY die von K®) aufgespannte Unteralgebra. Da v(f) wegen v? = o

nur von x ¢ abhéngt, ist die von v auf R induzierte Filtrierung T-stabil. Daher induziert die
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angegebene Abbildung K (B) — K einen injektiven Algebrenhomomorphismus R — K v
und damit KU — K und KB < kB = K feg:O‘ Daf} diese Kérpererweiterungen vollig
inseparabel sind, folgt leicht mit Satz 7.3 und Satz 3.9.3.

2. Jedes Element aus K (B) ist homogen. Also ist auch jede T-invariante Bewertung von
K’ homogen.

3. Sei A := A(v)®A lexikographisch geordnet. Nach der Diskussion oben ist V}°(K)¢ gleich
der Menge der G-invarianten A-Bewertungen (v’,v") von K mit v’ = v und v"(O,,) > 0,

und damit gleich
V:={v" € Hom(Q,,(K),A) | v"(f) > 0 fiir alle f € C(vp) mit v(f) = 0}.

Daraus folgt ,,O¢.

Seien f1,..., fs Erzeuger von C(vg) C Q,,(K) (Satz 6.1) und M := {v(f;) € A(v) |
v(fi) # 0} > 0. Dann sieht man leicht durch Induktion nach rgA(v), dal es einen
Homomorphismus ¢ : A(v) — Z gibt mit (M) > 1. Sei nun v € V und X\ :=
min{0,v”(f1),...,v"(fs)}. Dann ist (—Ap o v) x v” nicht negativ fiir alle f; und damit
in V{°(K)Y. Daraus folgt ,C“.

4. Dieser Punkt folgt aus 3. und Satz 4.3.

5. Dies ist eine Umformulierung von 3. und 4. fiir A = Q. O

Im nichsten Satz ist umgekehrt v beliebig (mit v geometrisch) und wir untersuchen
zentrale Bewertungen von k,. Wir verzichten diesmal darauf, Bewertungen des Norma-

lenbiindels zu betrachten.

7.5. Satz. Sei X eine G-Varietit und v eine G-invariante Bewertung von K = k(X), so
daf vy := vP geometrisch ist.
1. Seil” :={x; € X(T) | f € Qu(K),v(f) =0}. Dann istI" C I'(k,) und der Quotient
st eine p-Gruppe.

2. Sei A durch p teilbar. Dann gibt es eine kurze exakte Sequenz
0 — Hom(A(v), A) =% Hom(Q,, (K),A) — Hom(T'(k,), A) — 0,

und Zx (k) ist das Bild von V}°(K)¢.

Beweis: 1. Dieser Teil folgt sofort aus Satz 7.3.1.

2. Die exakte Sequenz folgt aus 1. Sei wieder A := A(v) @ A, und wir betrachten invariante
A-Bewertungen (v’,v"”) mit v' = v und v”((KB)*) = 0. Damit erhilt man, dal Z,(k,)
mit

{v" € Hom(Q,,(K),A) | v"(f) > 0 fiir alle f € C(vg) mit v(f) = 0}
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identifiziert werden kann. Genau wie im vorhergehenden Satz ergibt sich daraus V;° (K )G —

ZA(kU)' ]

Bemerkung: Die beiden Vergleichssédtze haben einen , nichttrivialen Durchschnitt®, ndm-
lich den Fall vg = o.

8. Der lineare Anteil des Bewertungskegels

Als niichstes untersuchen wir die gréte Untergruppe Z{(K), die in Z, (K) enthalten ist.
Falls A durch p teilbar gilt nach Korollar 5.2

ZR(K) = ZA(K) N =Z5(K) = {v € HA(K) | v(C(0)) = 0}.

Die néchsten Sétze zeigen, dafl diese Gruppe eng mit der Automorphismengruppe von X

zusammenhéangt.

8.1. Satz. Sei X eine G-Varietit und H C Aut®(X) eine zusammenhingende algebrai-
sche Gruppe mit KB C KH. Dann gilt:
1. H ist ein Torus und es gilt K(B) C KM Dies induziert einen surjektiven Homo-
morphismus I'(X)—X (H).
2. H operiert trivial auf Va(K)C, auf der Menge der G-Bahnen, sowie auf der Menge
der B-stabilen Divisoren von X.
3. H operiert auf jeder normalen G-Varietdt X mit k:()z) =K.
4. Sei A durch p teilbar und € : Vo (K)? — VA(KH) die Einschrinkungsabbildung. Dann
ist VA (K) das volle Urbild von VA (KH)Y unter e. Insbesondere ist Hom(X (H),A) =
e 1(0) C Z3(X).

Beweis: Mit Satz 2.1 (Sumihiro) kénnen wir annehmen, daf} es ein amples G x H-Biindel £
auf X gibt und dafl X normal und projektiv ist. Setze Q,, := H°(X, L") und Q := @, Qy-
Fir o € Q%B) und h € H ist 0~ 1o" € KB C KH. Dies bedeutet fiir den Nullstellendivisor
D von o, dal hD — D invariant unter H ist. Andererseits enthalt hD — D keine H-
invarianten Komponenten, d.h. D ist H-invariant und damit o € Q). Daraus folgt
KB) ¢ gH),

Sei Hy die Zusammenhangskomponente des Durchschnitts der Kerne aller Charaktere
X von H mit f € K (B) Dann ist H /Hy ein Torus. Nach Konstruktion operiert Hy durch
Multiplikation mit einem Charakter x,, € X(Hp) auf QY. Wegen X.mXn = Xmin, sobald
Qm,Qn # 0, gibt es ein x; € X(Hp) mit y,, = x7 fir alle n > 0. Durch Multiplikation
der Operation von Hy auf £ mit dem Charakter Xl_l konnen wir y; = 1 annehmen. Dann

operiert Hy trivial auf QU und damit auch auf der kleinsten G-stabilen Algebra Q’, die
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QU enthilt. Nach Satz 2.2.4 ist Q ganz iiber Q’. Also operiert Hy trivial auf @ und damit
auf X. Es folgt Hy =1, d.h. H ist ein Torus.

Sei x € X(H). Dann gibt es f € K) mit Xf = X. Seien 0,09 € Q%H) mit f = o7 109
und wihle n; € (Bo;)(B). Dann gilt fo:=n; 'ne € K® und x;, = x. Damit ist Punkt 1
vollstandig bewiesen.

Aus Korollar 3.6 und Korollar 4.2 folgt nun, dafl H jede G-invariante Bewertung
festlaBBt. Da jede G-Bahn das Zentrum einer G-invarianten Bewertung ist, operiert H auch
trivial auf der Menge der G-Bahnen. Jeder B-invariante Divisor ist eine Komponente des
Nullstellendivisors eines Elementes in Q%B) - Q%H) und ist daher H-invariant. Dies zeigt
Punkt 2. Punkt 3 folgt aus 2. mit Hilfe von Satz 3.8.

Sei v € VA(K)H, so daB v|# invariant unter G ist. Wir miissen zeigen, dafl v ebenfalls
G-invariant ist. Dazu konnen wir annehmen, daf§ A durch p teilbar ist. Betrachte nun die
Algebra A, die von allen 0 ~'¢9 mit g € G und o € Q%B) erzeugt wird. Wegen Q%B) - Q%H)
gilt A C K. Die Behauptung folgt nun aus Satz 5.1. O

Es gilt folgende Umkehrung obigen Satzes:

8.2. Satz. Sei X eine normale G-Varietit. Dann gibt es eine normale G-Varietit X',
einen G-Morphismus ¢ : X — X' und einen Torus H C Aut®(X') mit:

1. 9 ist vollig inseparabel (d.h. bijektiv).

2. v induziert k(X")V = k(X)VY.

3. K(X')B C K(X")H.

4. Fiir jedes durch p teilbare A gilt Hom(X (H),A) — Z{(X") = Z{(X).

Beweis: Sei X zunichst affin. Wir setzen ®q := Hom(Z§(X),Q). Dies ist ein Quotient
von I'(K) ® Q. Fiir p € ®g sei

R, = {f € k[X]|v(f) = ¢(v) fiir alle v € Z3(X)},

Wegen Ry, - Ry C Ryt ist R := D, R, eine Algebra.

Wir zeigen zuerst, daf der kanonische Homomorphismus R — k[X] injektiv ist. An-
dernfalls gibt es ein f = Zs@ fo € R®) das im Kern liegt. Sei v € Z(%(X). Wegen
v i=—v € Z(%(X) gilt fiir alle ¢ mit f, # 0:

p(v) S o(fe) = —v'(fp) < —o(v') = p(v).

Wegen ¢(v) = v(f,) = (v, x¢) ist ¢ das Bild von x s unter I'( K) ® Q—®q, d.h., es existiert
nur ein ¢ mit f, # 0. Dann ist aber f = f, = 0. Widerspruch!
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Also ist R eine G-stabile Unteralgebra von k[X], die k[X]Y enthilt. Nach Satz 2.2.4
ist k[X] endlich iiber R. Insbesondere ist R endlich erzeugt. Sei X’ := Spec R, und & die
Untergruppe von Hom(Z(g)(X ), Q), die von allen ¢ mit R, # 0 erzeugt wird. Da ® alle
Einschrankungen von Charakteren B-semiinvarianter Funktionen enthéilt, gilt ® ® Q =
Hom(Z3(X),Q). Sei H nun der Torus mit Charaktergruppe ®. Die ®-Graduierung von
R liefert dann eine Operation von H auf X'.

Als néchstes zeigen wir, dafl X vollig inseparabel iiber Spec R ist. Sei dazu R der
separable AbschluB von R in k[X], und X := Spec R. Dann ist X normal und X — X’
cine verzweigte Uberlagerung mit k(X)?Z = k(X")B =: ko. Sei mun Ry (bzw. Rg) die von
R (bzw. E) erzeugte ko-Algebra und X, X seien ihre Spektren. Nach Konstruktion hat
By := B X}, kg eine offene Bahn Zj in )?0. Da By eine zerfallende auflésbare Gruppe ist,
besitzt Zj einen kg-rationalen Punkt z¢. Sei L C By sein Standgruppenschema, sowie L’

das des Bildes von zy in X{. Nach Konstruktion gibt es einen Homomorphismus
Hpy := H x} ko — Aut?(By/L') = N, (L") /L.

Das Bild von Hy ist ein Torus, und 148t sich bis auf Isogenie zu einem Torus Hy C N, (L)
liften. Weil Xy — X}, separabel ist, gilt L° = (L')° und damit

Np, (L") = Np,(L")? = Np, (L)°.

Damit operiert ﬁo ebenfalls auf Zy = By/L und damit auf ko(Zy) = k:()~() Weil ﬁ[o
isogen zum Torus Hy ist, zerfillt er ebenfalls {iber ky. Es folgt, dafl es genau einen iiber k
definierten Torus H mit Hy = H x, ko gibt. Dieser Torus H operiert auf k()}: ) und damit
auch auf R (dem ganzen AbschluB von R in k(X)). Es folgt, da$ sich die Graduierung
von R zu einer Graduierung von R fortsetzen ldBt. Aus der Definition von R folgt daraus
R = R, und damit dafl X — X’ vollig inseparabel ist.

Damit sind die Behauptungen 1 bis 3 nachgewiesen und Behauptung 4 fiir A = Q.

Fiir allgemeines A folgt sie aus
ZR(X) = {v € HA(X) | v(C(0)) = O}.

Sei nun X beliebig. Dann konnen wir eine nicht leere, offene G-stabile Teilmenge
Xp C X finden, die sich dquivariant in einen projektiven Raum einbetten 1a83t. Sei X C
ANFL der affine Kegel iiber dem AbschluB X. Sei R C k[)? | wie oben definiert, und X4
das Bild von X in Proj R. Durch weiteres Verkleinern von Xy und X; kann man erreichen,
daB Xy — X; endlich ist. Fiir ¢ = p" sei X — X (@ die n-fache Iteration des relativen

Frobeniusmorphismus. Dann gibt es ein n, so da der Morphismus X — X — X (@ durch
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Xy — X faktorisiert. Sei X; — X’ — X (@ die kanonische Faktorisierung in eine offene
Einbettung und einen endlichen Morphismus. Dann setzt sich Xg — X; — X’ zu einem
vollig inseparablen G-Morphismus ¢ : X — X' fort. Nach Satz 8.1.3 operiert H ebenfalls
auf X'. O

Diese Sitze lassen eine andere Interpretation zu: Sei Ax der Kern von
Aut$ (k(X)) == Auty (k(X)P).

Dann ist die Zusammenhangskomponente der eins ein Torus, dessen Dimension (nach einer
vollig inseparablen Modifikation von X) gleich dimg Zg(X) ist. Fiir Varietéiten mit dichter

Bahn, kann man etwas mehr sagen:

8.3. Korollar. Sei X eine G-Varietit mit K€ = k, d.h. mit einer dichten Bahn Gxg.
Dann ist Ax eine algebraische Gruppe und zwar das semidirekte Produkt einer diagonali-
sierbaren Gruppe mit einer endlichen p-Gruppe (als Normalteiler).

Falls X normal und die Standgruppe von xo schematisch reduziert ist (z.B. X =

G/H), dann ist dim Ax = dimg Z3(X).

Beweis: Wegen Ax C Aut®(Gzo) = Ng(Ge,)/Ge, ist Ax eine algebraische Gruppe.
Jedes Element von Ax bildet generische B-Bahnen auf sich selbst ab. Man kann endlich
viele Punkte z1,...,xs € X finden, so dafl

Ax — Aut?(Bz1) x ... x Aut®(Buz,)

injektiv ist. Es folgt, dafi Ax ein Subquotient einer triangulierbaren Gruppe und damit
selbst triangulierbar ist. Insbesondere ist Ax ein semidirektes Produkt einer diagonali-
sierbaren Gruppe und einer unipotenten Gruppe A,. Nach Satz 8.1 ist A, endlich. Dies
zeigt den ersten Teil.

Sei H := G, reduziert und sei ¢ : X — X' wie in Satz 8.2. Dann hat Ax/ die
»richtige“ Dimension. Jedes g € G, das G, (als Untergruppenschema) normalisiert,

normalisiert auch H = Gfﬁ&o). Damit ist auch Ag,g = Ax geniigend grof. O

Bemerkung: 1. Fiir K¢ # k ist Ax im allgemeinen keine algebraische Gruppe. Sei
z.B. G = G,, und G operiere auf dem ersten Faktor von X = G x Y (Y beliebig). Jede
invertierbare Funktion f auf Y liefert durch (g,vy) — (f(y)g,y) ein Element von Ax und
man sieht leicht, daf alle Elemente von Ax von dieser Form sind. Also ist Ax isomorph
zur Gruppe k[Y]*, welche im allgemeinen nicht algebraisch ist.

2. Das folgende Beispiel zeigt, dal H im allgemeinen nicht auf X selbst operiert: Sei
chark = 2, G := SLy, und M die adjungierte Darstellung von G, d.h. die Menge aller
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spurlosen 2 x 2-Matrizen. Setze nun X := P(M). Sei weiter V*) ein zweidimensionaler

Vektorraum, auf dem G mittels

4 4
Qg1  Qgg

operiert, und X1 := P(V® @ k) mit ¢ : X — X induziert durch

2

11 12 X
= ( %2 ,$%1+06123321)-

T21 11 To1

Dann haben wir k(X)? = k(X,)? =k, Autg X =1, aber H = Autg X; = G,,.

3. Aus k[X]Y = k[X']V folgt in Charakteristik null sofort X = X’. In positiver Cahrakteri-
stik folgt daraus aber nicht schon, daf3 X - X' vollig inseparabel ist. Beispiel: Sei char k =
2, G = SLy, T C G die Gruppe der Diagonalmatrizen, X = G/T, X' = G/Ng(T). Dann

gilt k[X]U = k[X"]V.

8.4. Lemma. Sei X eine G-Varietit. Dann existiert eine normale, projektive G-Varietdt
X mit k(X) = k(X) = K und mit einer abgeschlossenen, G-stabilen Untervarietit Y, so
daf gilt:

1. Jede Bahn in'Y 1ist abgeschlossen, d.h. eine Fahnenvarietdt.

B
2. KB COg .

Beweis: Wir konnen annehmen, dafl X schon projektiv ist, und ein amples G-Biindel £
besitzt. Sei fi,..., f. eine Transzendenzbasis von K iiber k und oo € H°(X, LVN)B), so
dafl o; := f;o0 regulér ist. Sei M; der von o; aufgespannte G-Modul und V' := (@fzo Mi)v.
Da alle o; Hochstgewichtsvektoren zum selben Gewicht sind, gilt nach Lemma 1.1, dafl
V' := V) U {0} ein Vektorraum ist, so daB die kanonische Paarung

V' x (00,...,00) — k

nicht ausgeartet ist. Also sind alle Bahnen in Y’ := G - P(V’) C P(V) projektiv und
es gilt f; € Op(yy,y fiir alle s = 1,...,c. Aus der algebraischen Unabhéngigkeit der f;
folgt, dal Y’ im Abschlufl X’ von Spec K in P(V) liegt. Sei nun X die Normalisierung
des Abschlusses von Spec K in X x X’ und 7 : X — X' die Projektion. Da XB — X'B
surjektiv ist, gibt es eine G-stabile Untervarietat Y C X , die nur aus projektiven Bahnen

besteht, und die surjektiv auf Y’ abgebildet wird. Diese erfiillt dann beide Bedingungen.[]

8.5. Korollar. Sei X eine G-Varietit. Dann gelten folgende Aquivalenzen:
1. X=G -XB = 1gX =0;
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2. X =G XY <= Zo(X) = Ho(X).

Beweis: 1. Die Richtung ,,=¢ ist trivial. Sei also rg X = 0. Dies ist dquivalent zu
KUY = KB. Wihle X , Y wie in Lemma 8.4. Sei v eine G-invariante Bewertung mit
Zentrum Y. Wegen KV = KB C O% 4 ist v trivial (Korollar 3.6), d.h. Y = X.

2. Aus X = G - XY folgt, da B in j;eder G-Bahn eine dichte Bahn hat. Insbesondere ist
KB = K%, Sei X das Faserprodukt G x? XY. Dann operiert T = B/U von rechts auf X
und wegen k(X)Z = k(X)¢ C k(X)T folgt Zo(X) = Hg(X) aus Satz 8.1. Die kanonische
Abbildung Ho(X) — Hg(X) ist surjektiv, und liefert damit Ho(X) = ImHg(X) =
Im Zg(X) C Zo(X).

Sei nun Zgp(X) = Ho(X). Nach Satz 8.2 kénnen wir annehmen, daf es in Aut®(X)
einen Torus H mit Ho(X) = Hom(X(H),Q) gibt. Weiter kénnen wir annehmen, da8
der Quotient X’ = X/H existiert. Dann ist rg X’ = 0 und damit jede Standgruppe von
G in X’ parabolisch. Sei x € X mit Bild 2’ € X’. Wir kénnen Uz’ = 2’ annehmen.
Betrachte dann die Bahnenabbildung ¢ : U — Uz C Hx = (k*)". Wegen k[U]* = k* ist
1) konstant, und damit Ux = . O

9. Die Weylgruppe

Eine G-Varietdat X heifit sphdrisch, wenn B eine dichte, offene Bahn in X besitzt. Dies
ist dquivalent zu k(X)® = k oder zu ¢(X) = 0. Bei sphérischen Varietiten ist jede G-
invariante Bewertung zentral. Insbesondere ist Vo(X)¥ = Zo(X) C Ho(X) ein endlich
erzeugter abgeschlossener Kegel. In [Br] erzielte Brion ein viel genaueres Resultat. Wihle
dazu ein Weylgruppeninvariantes Skalarprodukt auf X' (T"). Dieses induziert dann auch ein
Skalarprodukt auf I'(X') C X(T") und damit eines auf Hg(X) = Hom(I'(X), Q). Damit ist
auch der Begriff der Spiegelung erklért.

9.1. Satz. ([Br] Cor. 3.5) Sei chark = 0, und X eine sphdrische G-Varietit. Dann ist
Z0(X) Fundamentalbereich einer endlichen Spiegelungsgruppe Wx C GL(Hg(X)).

Bemerkung: Es handelt sich hier um rationale und nicht um reelle Spiegelungsgruppen.
Insbesondere ist Wx die Weylgruppe eines Wurzelsystems, d.h. die Félle Hs, Hy usw.

kommen nicht vor.

Im Beweis niitzt Brion aus, dafl Fundamentalbereiche endlicher Spiegelungsgruppen
dadurch charakterisiert sind, dafi Winkel zwischen angrenzenden Hyperseiten (die soge-
nannten Keilwinkel) nur die Werte 7/2, w/3, w/4 oder 7/6 annehmen kénnen. Um dies

zu zeigen, kann man sich mit Satz 7.4 auf den Fall rg X = 2 beschréinken. Dann zeigt
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Brion, daf} es geniigt, Gruppen G mit rg G < 4 zu betrachten. Der Rest wird dann durch
Fallunterscheidung erledigt.

Dieser Beweis hat den Nachteil, dafl er vollig unklar 1a8t, wo die Weylgruppe Wx geo-
metrisch herkommt. In [Knl] habe ich auf vollig andere Weise jeder G-Varietit eine Wey-
lgruppe zugeordnet. Sie ist im wesentlichen die Monodromiegruppe der Momentabbildung
vom Kotangentialbiindel T in den Dualraum der Liealgebra g von GG. Das Hauptresultat
von [Kn3| ist dann, daf§ diese Weylgruppe und die Brionsche (oder genauer die unten fiir
beliebiges X konstruierte) in natiirlicher Weise iibereinstimmen.

Der Hohepunkt der vorliegenden Arbeit ist es jedoch, die Brionsche Weylgruppe auf
beliebige GG-Varietidten zu verallgemeinern. Zunéchst brauchen wir folgende Bezeichnun-

gen:

Definition: Eine Teilmenge C eines endlich dimensionalen Q-Vektorraumes V' ist ein
simplizialer Kegel, wenn es endlich viele, linear unabhéngige Linearformen aq, ..., as gibt
mit C ={veV]|aMw) >0firi=1,...,s}.

Ein Simplez ist die konvexe Hiille von dim V 4 1 Punkten, die nicht in einer affinen
Hyperebene liegen.

Polytop heilt der Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halbrédumen.

9.2. Satz. Seichark =0 und X eine beliebige G- Varietdt.
1. Z := Zg(X) C Ho(X) ist Fundamentalbereich einer endlichen Spiegelungsgruppe
Wx.
2. Sei vy eine geometrische Bewertung von k(X)®. Dann ist V := V&O (X)Y ein simpli-
zialer Kegel. Insbesondere gibt esv € V mit V = Z * (Q>ov).

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach ¢(X). Fiir ¢(X) = 0 siehe Satz 9.1.

Sei nun ¢(X) > 0 und ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei vy # o. Wir setzen
H' :={v € Hom(Q,,(K),Q) | v|gr = vo}.

Dies ist ein affiner Raum unter Hg(K). Insbesondere erhélt H’ damit eine translationsin-
variante Metrik. Sei V' := V N H’. Nach Korollar 6.5 ist dies ein Polytop.

Sei F C V' eine Seite der Kodimension zwei. Wir zeigen nun, daf§ der Keilwinkel
von V' in F nur den Wert w/n mit n = 2,3,4,6 annehmen kann. Wihle dazu v € F.
Eine leichte Umformulierung von Satz 7.5 liefert: 2’ := Zg(k,) ist gleich dem Kegel, der
von V' iiber v aufgespannt wird. Sei F’ der Kegel von F iiber v. Nach Konstruktion ist
der Keilwinkel von V' in F gleich dem Keilwinkel von Z’ in F’'. Wegen c(k,) < ¢(X)
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(Satz 7.3.2) ist die Induktionsannahme anwendbar, und wir erhalten die Behauptung iiber
den Winkel.

Insbesondere hat V' keine stumpfen Keilwinkel. Nach [Cox] gilt damit V' = C x P,
wobei C ein simplizialer Kegel und P ein Produkt von Simplizes ist. Insbesondere ist P
beschrankt.

Wegen V = Q-oV' U Z ist V der Abschlufl von Q+¢V’ und damit Z = C. Aus
dim Z = dim V' = dimC + dim P folgt daraus dimP = 0 und damit V' = C = Z. Daraus
folgt der Satz. O

Bemerkung: 1. Die Voraussetzung chark = 0 kam durch Satz 9.1 hinein, und ich
vermute, dafl der Satz auch ohne sie giiltig ist. Es ist nicht klar, ob man sie in Brions Beweis
wirklich braucht. Durch die Verwendung von Liealgebramethoden scheint sie in meinem
alternativen Beweis mit der Momentabbildung leider unumgénglich. Durch Anwendung
von Satz 7.4 und Satz 8.2 wiirde es geniigen, den Satz in beliebiger Charakteristik in
folgender Situation zu beweisen: X = G/H ist homogen, ¢(X) =0, rg X = 2.

2. Die Weylgruppe Wx und der Bewertungskegel Z bestimmen einander eindeutig: Ei-
nerseits ist Wx die Gruppe, die von den Spiegelungen an den Hyperseiten von Z erzeugt

wird. Andererseits ist Z nach Korollar 5.2.4 die antidominante Weylkammer von Wx.

Definition: Sei V§°°(K)“ die Menge aller G-invarianten A-Bewertungen v, deren Ein-
schrinkung v? geometrisch ist.
9.3. Satz. Sei chark = 0 und X eine G-Varietdt. Sei weiter A eine teilbare Gruppe.
Dann gibt es eine Operation von Wx auf VI (KY)T mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Einschrinkungsabbildung V§°(KY)T — V§*©(K?P) ist W -invariant.

2. w(v' xv") = wv' x wv” fir alle w € Wx, v' € Hy(K) und v" € V§°(KY)T.

3. Vieo(K)G st ein Fundamentalbereich fiir diese Wx -Operation, d.h. jede Bahn hat mit

dieser Menge genau ein Element gemeinsam.

Beweis: Die Operation von Wx auf Hg(K) induziert eine auf I'( K)®Q = Hom(Hg(K), Q).
Sei vy eine geometrische Bewertung von K 2. Nach Satz 9.2 gibt es eine Bewertung v mit
vP =1y, so dal Vo (K )¢ als konvexer Kegel von Zg(K) und v aufgespannt wird. Dieses
v : Qy (K) — Q spaltet die Sequenz

0—A(v) ®Q=Q — Qy (K)®Q — I'(K)©Q — 0,

und liefert damit eine Operation auf Q,,(K) ® Q, indem wir Wx auf A(vy) ® Q trivial
operieren lassen. Da A nach Voraussetzung teilbar ist, induziert dies eine Wx-Operation
auf Vy*(KY)" = {¢ € Hom(Qu, (K), A) | ¢(A(vo)*) = 0}.
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Nach Konstruktion sind die Behauptungen 1 und 2 erfiillt. Wir zeigen nun 3. Die
Wx-Operation auf Hg(K) wird durch ein Wurzelsystem A € I'(K) ® Q induziert, und es
gibt ein System 3 C A einfacher Wurzeln, das denselben Kegel aufspannt wie C(0). Wir
lassen nun W := Wx x Z /27 auf Q,,(K) operieren, indem der zweite Faktor auf I'(K) @ Q
trivial und auf A(vg) ® Q mit 41 operiert. Sei weiterhin A € A(vy)*. Dann ist W eine
Spiegelungsgruppe, ¥ := X U {\} ist ein System einfacher Wurzeln, und es gilt

VR(K)C = {v: Qu(K) — Al v(E) > 0}.
Die Behauptung folgt nun aus dem folgenden Lemma. O

9.4. Lemma. Sei V' ein Q-Vektoraum und A CV ein Wurzelsystem mit Weylgruppe W
und System einfacher Wurzeln 3. Dann gilt fiir jeden total geordneten Q-Vektorraum A
und jeden Homomorphismus ¢ :V — A:

1. Es gibt ein w € W mit wp(X) > 0.

2. Aus () > 0 und we(X) > 0 folgt p = wep.

Beweis: 0.B.d.A. konnen wir annehmen, daf§ d := rg A (= Anzahl der echten isolierten
Untergruppen) endlich ist. Wir fithren dann den Beweis {iber Induktion nach d. Fiir d = 1
ist A eine Untergruppe von R, und das Lemma ist eine wohlbekannte Tatsache aus der
Theorie der Wurzelsysteme.

Sei nun d > 1 und Ay ; A die maximale isolierte Untergruppe und A := A/Ag. Dann
istrg A =1. Sei p: V — A der induzierte Homomorphismus. Ohne Einschréinkung kénnen
wir dann »(X) > 0 annehmen. Sei ¥y := {a € ¥ | §(a) = 0}. Dann ist (X \ Xg) > 0
und die Behauptung folgt nun durch Induktion, und aus der bekannten Tatsache, daf} die

Standgruppe von » von den Spiegelungen an den Elementen von ¥, erzeugt wird. O

Bemerkung: Schon das Beispiel X = SLo/{1} zeigt, dal die Wx-Operation nicht von

einer Wirkung auf KV oder K(®) induziert wird.

Aus dem Satz folgt, dafl sich folgende drei Daten gegenseitig bestimmen, d.h. man
kann eins aus dem anderen ausrechnen:
)
—  Die Operation von Wx auf V5™ (K")7;
—  Zg(X) zusammen mit der Fixpunktmenge von W in V5™ (KY)T.
Ein interessantes Problem ist es, obige Operation a priori, d.h. ohne Verwendung G-inva-
rianter Bewertungen, zu konstruieren. Ich hoffe, in einer spéteren Arbeit darauf zuriick-

zukommen.
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Als Korollar von Satz 9.2.2 und Satz 7.5 erhilt man:

9.5. Korollar. Sei chark = 0 und X eine G-Varietdit. Dann gibt es zu jeder geometri-
schen Q-Bewertung vy von KP eine invariante Q-Bewertung v von K mit:

1. vB =wy;

2. dimg Z§(k,) = dimg Z3(K).
Dieses v ist modulo Z3(K) eindeutig bestimmt. Weiter ist Vg’ (K)Y der von Zo(K) und

v aufgespannte konvexe Kegel.

Dieses Korollar hat durchaus einen praktischen Nutzen, um V&O (K)“

zu bestimmen,
da es zu gegebenem vy hidufig moglich ist, eine Bewertung v mit den obigen, leicht zu
verifizierenden Eigenschaften zu erraten. Mit Hilfe von Satz 8.2 kann man sich auf den

Fall Z9(K) = 0 beschréinken. Dann ist v wirklich kanonisch vy zugeordnet.
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