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Alle Varietéten seien iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper k definiert. Sei G
eine reduktive Gruppe, B C G eine Boreluntergruppe, U C B die maximal unipotente
Untergruppe und 7' := B/U. Fiir eine G-Varietdt X haben Luna und Vust ([LV]) die

Kompliziertheit als

¢(X) = Tr.grad,, k(X)? = mi)r(l kodimx Bz
re
definiert. In zeigte sich in [LV], dafi ¢(X) tatséchlich ein Ma$ fiir die Schwierigkeit ist,
die dquivarianten Einbettungen von X zu klassifizieren. Der folgende Satz ist eine weitere

Rechtfertigung fiir den Begriftf Kompliziertheit:

Satz. Sei X eine normale, unirationale G-Varietdt mit ¢(X) < 1. Dann ist die Algebra

k[X] der globalen Funktionen endlich erzeugt.

Beweis: Sei K := k(X) und R := k[X]. Auf R operiert G lokal endlich. Es geniigt daher
zu zeigen, daf die Algebra RY der U-invarianten Funktionen endlich erzeugt ist. Dies sieht
man fiir char k = 0 folgendermaBen: Sei S C RY ein endliches Erzeugendensystem, M C R
der von S erzeugte G-Modul und R’ C R die von M erzeugte Algebra. Wegen der linearen
Reduktivitdt von G hat R’ in R ein G-stabiles Komplement C. Nach Konstruktion ist
RY C R'. Daraus folgt CY = 0 und damit C = 0 und R’ = R, d.h. R wird von dem
endlichdimensionalen Raum M erzeugt. In positiver Charakteristik ist die Argumentation
schwieriger (siehe [Gr2] Thm. 9).

Fiir einen B-Modul V bezeichne V(®) die Menge der B-Eigenvektoren, und fiir v €
VB sei x, € X(B) = X(T) der zugehorige Charakter. Sei

= {xs | fe K}
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die Menge aller Charaktere von rationalen Eigenfunktionen. Dies ist eine Untergruppe von
X (T) und damit eine endlich erzeugte, freie abelsche Gruppe. Weiterhin besteht die kurze

exakte Sequenz
1— (KB — KB T —0.

Da T ist, gibt es einen Schnitt I' — K(B) : y — x> d-hoes gilt xp = x und fyqy = fifn-

Damit ist
(KB xT — KB (g,x) — gfy

ein Isomorphismus und wir werden beide Gruppen ab jetzt identifizieren.

Jeder Primdivisor D von X induziert eine diskrete Bewertung vp von K. Fiir y € T’
sei vp(x) := vp(fy). Dies ist eine Linearform auf I'.

Wir behandeln zuerst den Fall ¢(X) = 0. Dann ist KZ = k und X enthilt eine offene
B-Bahn Bzg. Sei D die Menge aller Primdivisoren von X, die im Komplement X \ Bzg

liegen. Wir setzen
M:={x el |vp(x) >0 fir alle D € D}.

Da D endlich ist, wird M durch endlich viele lineare Ungleichungen definiert, und ist
damit ein endlich erzeugtes Monoid (Gordansches Lemma). Nach Konstruktion ist R(Z) =
RN KW®B = k* x M. Da RY linear von R®) aufgespannt wird, ist RV endlich erzeugt.
Sei ab jetzt ¢(X) = 1. Der Korper K® ist nach Voraussetzung unirational mit
Transzendenzgrad eins. Nach dem Satz von Liiroth wird K” von einer nichtkonstanten
rationalen Funktion ¢ € KP erzeugt. Wihle eine nichtleere, B-stabile, offene Teilmenge
Xo € X mit folgenden Eigenschaften:
a) Die rationale Funktion ¢ ist regulér auf Xo. Sei S :=t(Xy) C A! ihr Bild.
b) Die Fasern von ¢ : Xg — S sind genau die Bahnen von B in X(. Insbesondere gilt
k[Xo]B = k[S].
Wihle Erzeuger x1, ..., x, vonI'. Indem wir aus X alle Null- und Polstellen von f, ., ..., fy.
entfernen, haben wir:
c) Fiir alle x € I sind f, und f U regular auf Xo.
Sei nun D die endliche Menge aller Primdivisoren von X, die in X \ X liegen. Dann liefern

die Eigenschaften b) und c¢) von Xg:

RP) = {nf, € KP) |h e k[S] und vp(hfy) > 0 fir alle D € D}.
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Fiir D € D ist die Einschrénkung vp|xs eine diskrete Bewertung von k(t). Diese ist
entweder trivial oder gleich npv,, mit np € N und einem Punkt zp € P'. Im trivialen

Fall setzen wir np = 0, und xp sei irgendein beliebiger fester Punkt. Damit gilt fiir alle
D eD:

UD(hfx> = Npuzp, (h) +vp(X)-

Durch weiteres Verkleinern von X, (und Vergroflern von D) konnen wir erreichen, daff
keiner der Punkte zp in S liegt.

Wir identifizieren nun k(t) = k(P!) mit dem Kérper k(z/y) der rationalen Funktionen
vom Grad null in k(x,y) = k(A2). Sei S das Urbild von S in A2 und Ip C A? die Gerade,
die zp € P! entspricht. Weiter sei k:[g]hom die Menge aller homogenen Funktionen auf
S. Damit definieren wir R C k(z,y) ® k[I'] als die Unteralgebra, die als Vektorraum von
dem Monoid

{h@x|he k[Shoms X € T und npvy, (h) +vp(x) > 0 fiir alle D € D}.

erzeugt wird. Dann ist R eine Z-graduierte Algebra, und RV ist isomorph zur Unteralgebra
der Elemente vom Grad null. Nun ist eine Z-Graduierung nichts weiter als eine algebraische
k*-Operation: t € k* operiere auf der n-ten Graduierungskomponente durch Multiplikation
mit ¢". Also ist RV der Invariantenring von R unter der reduktiven Gruppe k*. Es geniigt
also zu zeigen, daf R endlich erzeugt ist.

Das Komplement von S in A2 ist die Vereinigung von endlich vielen Geraden I, . . ., .
Wihle zu jeder Geraden [; eine lineare Funktion t; € kx & ky, die [; als Nullstellenmenge
hat. Dann gibt es zu jedem D € D ein ip mit [p = [;,. Betrachte nun folgende Teilmenge
von R:

M = {[]t}" ® x| vi € Z und npv;, + vp(x) > 0 fiir alle D € D}.
i

Jedes h € k[S]nom 188t sich eindeutig als h = p[[, t;* schreiben, wobei p € k[z,y] ein
homogenes Polynom ist, das durch kein ¢; teilbar ist. Also wird R als Algebra von z, y
und M erzeugt. Da M nach dem Gordanschen Lemma ein endlich erzeugtes Monoid ist,
ist R als Algebra endlich erzeugt. O

Bemerkungen: 1. Der obige Beweis folgt im wesentlichen dem Beweis von Prop. 9.2 in
[LV] (Spezialfall einer SLy(k)-Einbettung). Im Fall chark = 0 und ¢(X) = 0 wurde der
Satz von Guillemonat [Gu] bewiesen (vgl. auch [Grl] Thm. 7).

2. Die Voraussetzung ,unirational® ist automatisch erfiillt, wenn G eine dichte Bahn in

X hat. Im allgemeinen ist der Satz jedoch falsch fiir nichtunirationale X, wie folgendes
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Beispiel zeigt: Sei C eine glatte, projektive Kurve mit Geschlecht ¢ > 1. Wir nehmen
an, daf3 k£ nicht der algebraische Abschlufl eines endlichen Korpers ist. Dann gibt es ein
Geradenbiindel £y auf C' mit deg Ly = 0, so dafl L nur fiir n = 0 trivial ist. Wahle ein
weiteres Geradenbiindel £; mit deg £ > 2g — 2. Dann hat

A= P cios
(i,7)€2?
die Struktur einer Garbe von Algebren iiber C. Setze nun X := Specy, A, und G :=
(k*)? mit der kanonischen Operation, die von der Doppelgraduierung von A herkommt.
Geometrisch bedeutet dies folgendes: Sei L; das Geradenbiindel £; aufgefalt als Varietét,
C C L; der Nullschnitt und L} := L; \ C. Dann ist X = L} x¢ L} mit der kanonischen
(k*)2-Operation.
Da das Monoid

{(i.) € 22 | H°(C, Ly ® £1) # 0} = {(i.5) € Z° | j > 0} U{(0,0)}
nicht endlich erzeugt ist, ist auch

kx]= @ HC Li®L)

(i,)€Z?

nicht endlich erzeugt.

3. Auch die Voraussetzung ¢(X) < 1 ist optimal, wie Nagatas Beispiel zeigt: Sei k = C,
G = (SLg(k))16, U C G’ eine maximal unipotente Untergruppe, H C U eine generische
Untergruppe von Kodimension drei und X = G’/H. Dann zeigt Nagata [Nal, dafl k[X]
nicht endlich erzeugt ist. (Genauer zeigt er, da k[G'/H|Y = #k[G')Y = k[G'/UIH =
k[(A2)1°]H nicht endlich erzeugt ist.) Beziiglich der G’-Operation gilt ¢(X) = 3. Nun
wird aber H vom diagonalen Torus k* < G’ normalisiert, der somit von rechts auf X

operiert. Beziiglich dieser G = G’ x k*-Operation gilt dann ¢(X) = 2.

Schliellich méchte ich den Satz noch auf radizielle Untergruppen anwenden. Dabei
heit H C G radiziell, wenn H von einem maximalen Torus 7' C G normalisiert wird. Sei
A C X(T) das Wurzelsystem von G und

Ap:={a € A|«aist Gewicht von T"in Lie H}

Dann ist AT = Ay eine Menge positiver Wurzeln. Eine unipotente radizielle Untergruppe

H ist eindeutig durch Ay festgelegt.



Korollar. Sei H C U radiziell in G und fir ¥ := A%\ Ay gelte
dim(W), > |¥| — 1,

d.h. bis auf Vielfache besteht in W hdéchstens eine lineare Abhdngigkeitsrelation. Dann ist
k[G)H endlich erzeugt.

Beweis: Sei X = G/H. Dann operiert auf X nicht nur G, sondern auch T' C Ng(H).
Beziiglich dieser G x T-Operation gilt dann ¢(X) = |¥| — dim(¥); < 1. O
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